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INTRODUCCION

Este documento constituye un material de apoyo para el curso de Célculo III para las carreras
de Economia y Direccién Financiera en el ITAM. Contiene las soluciones detalladas del
documento de trabajo Cadlculo I1I, Cuaderno de Ejercicios, Lorena Zogaib, Departamento
de Matematicas, ITAM, agosto 4 de 2014.

Todas las soluciones fueron elaboradas por mi, sin una revisién cuidadosa, por lo que se-
guramente el lector encontrard varios errores en el camino. Esta es una transcripcién en
computadora, de mis versiones manuscritas originales. Para este fin, tuve la suerte de contar
con la colaboraciéon de dos estudiantes de Economia del ITAM: Angélica Martinez Leyva,
que realizé la primera transcripcién de las soluciones en Scientific WorkPlace, y Rigel Jarabo
Garcfa, que elaboré la gran mayorfa del material gréfico. Quiero expresar mi agradecimiento
a ellas, por el entusiasmo y esmero con que llevaron a cabo su trabajo.

Agradezco de antemano sus comentarios y correcciones en relacién con este material.

Lorena Zogaib
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CALCULO III
TAREA 1 - SOLUCIONES
INTEGRAL INDEFINIDA. INTEGRACION POR SUSTITUCION
(Tema 1.1)
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gt
1/5
- —3(%)+O
5

= —15'f 4 C.

1. (a)

((931/2) 1/2> e

/8 dx

Il
— —

29/8
T) +C

3
28+ C.

I

\
N
ol &8

|
i%w|[\3
N—
ISH

)

Il
Gl = ot =
\

8

&

|

[\
\

)

&

QL

)
_|_
[\
\
QU

8

d
$2 I_Z
1

I
sSI8
+
ol
+
[\
8
+
Q

6 9
x—F%—FP dx
:L“dx+6/:v_1/2dx+9/:v_2d:v

1/2 -1
- +6 (%T) —|- (gx ) +C
1 -1

9
+12\/§_E+C

—
—

D

+

8w
—

g

|

— —

8
o

o[, v

DE.©2013, Lorena Zogab



/(@+1n2) dr = /((e%)l/2+1n2) dx

= /(ez+ln2) dx
= '+ (In2)z+C
= e"+rxln2+C.

2. (a) f'(x) =Tz + cosz.
fa@) = [1@
= /(7x+cosa:) dx
- It enis
(b) f (z) = 922 + 6.
o) = 1@ i
= / (92° + 62) da
= 32° 43224+ C,
f@ = [f@i
< / (32° + 32° + C) da
= §934—|—x3+01x+(]2.

4

o) = [ 1@

_ /(—1) iz

= _-f(:‘i‘Cl’

fa@ = [1@
= /(—x—l—Cl) dx

2

X
= —? +Clsc—|—02.
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(d) f"(z)=0

= Cll‘ + 02
dy 1
— = 2) = 1.
() L=t y(2)
Se tiene

1 22 1
y(2):1——§+5+0 C:—i
Por lo tanto
Yy 22 1
y@)=—-2+5 -3
2
(b) th 2 s@=4, 5(4)=3
Se tiene

s () = /5 ) dt = /—dt —t2+01,

, 3 t3
s(t) = /s(t) dt:/(1—6t2+01) dt:1—6+01t+02.

Sabemos que

43

S(4> = 4:1_6_'_401_'_02
3
S/(4) = 3:1—642+01
Ci=0, Co3=0
Por lo tanto,
t3
) = —
() =15
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4. Sabemos que la utilidad marginal es v’ (¢) = 100 — 2¢ y que u(10) = 700. Para
maximizar la utilidad u (¢) es necesario que v’ (¢) = 0. Entonces,

W (q)=0=100—2¢ .. q=50.
Observamos que se trata de un problema de maximizacién, ya que
u" (q) =—-2<0.

Para encontrar la utilidad méxima t,,4, debemos encontrar la funcién u (g) . Se tiene

u(q) :/u’(q) dq:/(100—2q) dq = 100q — ¢* + A.
Sabemos que
w(10) = 700 = 100 (10) — (10)*4+ A .. A= —200.
Asi, la funcién de utilidad es
u(q) = 100g — ¢* — 200.
Concluimos que la empresa maximiza su utilidad en ¢ = 50, con

Umaz = w(50) = 2,300 dolares.

5. En cualquier punto (x,y) de la curva y(x) la pendiente es el doble de la abscisa, es
decir,

dy
—= = 2.
dz
¥
OLL.
0 ;é x

De esta manera,

y(x):/(%) dx:/Q:Ud:U::U2+C.

La curva pasa por el punto (—1,2), de donde
y-1)=2=(-1*+C . C=1
Por lo tanto, la curva que buscamos es

y(r) = 2® + 1.

DE.©2013, Lorena Zogab



a) [v1—2xdz.

Sea
u=1-2z
du = —2dzx.
Asi,
/\/1 — 2z dx
y—1
b — dy.
Sea
u=y>—2y+1
du = (2 —2)dy
2(y —1)dy.
Asi,
s &
VY2 —2y+1
r3
C — dr.
Sea
u=1—r*
du = —4r3dr
Asi,
/ r3
dr
v1—rt
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1 / VI35 (—2dz)

——/\/_du

—§u3/2 + C

1
—5 (- 22)*% 4+ C.

1 _2w-1)

VYE—2y+1

du
Vu

= Vu+0C

V2 —2y+1+C.

\5/1 — T4

/u1/5 du
—u'? 4 C

-——(1- 7’4)4/5 + C.



3x _d
(322 + 3)
Sea
u=3x%+3
du = 6x dx
Asi,

/ _ 3
(322 + 3)°

Sea
u = —4x
du = —4 dx
Asi

) [ sen® (x/3)cos (x/3) dx

Sea
u = sen (z/3)
du = %cos (x/3) dx.
Asi,

/sen5 (x/3)cos(x/3) de =
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1
~1 /sen(—4x) (—4 dx)

1
—7 /senu du
L +C
— COSU
4

i cos (—4x) + C.

/ sen® (z/3) {— cos (/3) d:c]

/

ub
2

%senG (z/3)+ C.



(g) [22%cos(2?) dx.

Sea
u=z>
du = 322 dx.
Asi,
/2932 cos (933) dx
1 1
h —cos? (=) d
(h) [ = cos (:c) T
Sea
1
u = —
T
du = —% dz.
T
Asi,

(i) [cosz/1—2senx du.

Sea
u=1—2senx
du = —2cosx dx.

Asi,

/cosx\/l —2senxz dr =
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= g/cos (1‘3) (31‘2 dz)

2
= g/cosudu

= —senu-+C

= —sen (1‘3) +C.

—% / V1—=2senx)(—2coszx) dz

1

—5/\/ﬂdu

—u*? 4 C

(1—2senz)*?+C.

Wl Wl



j —— dzx.
W fﬁ(1+ﬁ)2
Sea
u=1++x
1
Asi,

| sy

1+

(k) [ 23z +2dx.

Sea
u=3z+2
du = 3 dx

u— 2
T = )

3
Asi,

/x\/3x+2d:v
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>2d:c = 2/ <2—\1/de>

%/x\/&v +2(3 dx)

3 (550 v
1

§/(u3/2—2u1/2) du

2 4

= /2 = 3/2

45u 27u +C

2 52 4 3/2

— 2)°7% — — 2 .
45(3:c+ ) 27(3:c+ >+ C
10



62z

o [ oo d.
Sea
u=e?+ e
du = (0 + 2€**) dx = 2e** dz

Asi,
/ e 1/26230 dx
— _dr = - ==
62_|_e2:13 2 62+e2x

1 [du

2] w

= 1ln|u\+C’
2

= %ln}e2+e2z}+0
1

= 3 In(e® + e**) + C.

1 1
(m) /—,ll—l—— dr = [e "1+ e * da.
e’ e’
Sea

u=1+e"
du = —e % dx
Asi,

/6—19”/14-6%61:6 = /e‘z\/1+e_xd:ﬂ

Sea
1
U= —
x
1
du = - dx
x

11
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Asi,

21/z U 1
/ = dr = —/2 / (_ﬁ) dz
= —/2“ du

s _—— 2”
In2 +C

= ——9olr 4 (O
In2 +

x
Sea
u=In(4yz) =Ind4+ iz
1
du = — dx
2z
Asi,

/@ do = /21n(4\/5) (%) dx

= /Qudu

= w4 C
= In? (4\/5) +C.

(0) [ (e + e do= [ (@ +2() (™) + (7] do = [[e* +2+ ¢ da
:fe2az d:c—l—f?d:njtfe_% dr.

Sean

u = 2x y w= —2x
du =2 dx dw = —2 dx.
Asi,

/(ez—l—ez)Qd:c = %/GQI (2 d:c)+/2 dx—%/eh (=2 dx)
1 u 1 w
25/6 du+/2dx—§/e dw

1 1

= 56“+2x—§ew+0
1, I

= -4 2r— - +C.
26 + 2z 26 +
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(@ [(B3*+1)% de=[[3%)+2(3") (1) + 1] dov = [[3**+2(3%) + 1] du.

Sea
u =2
du = 2 dx.
Asi,
1
/(3x+1)2dx = 5/3290 (2 dx) +2/3xd:v+/d:v
= %/3”du+2/3zd:c+/d:c
11 i
S 32I+l3$+ +C
T 2m3° Tms” YT
r) [« da.
Sea
u = 3«
du = 3 da.
Asi,
3o 1 3o
/x do = g/x (3 dov)
1
= g/x“du
11
11 5,
= 3z +e
7. (a) Seana # 0, p# —1. Sea
u=ar+b
du=adz.
Asi,
1
/(a:c+b)p de = —/(ax+b)p(adaz)
a
1
= —/updu
a
1 p+1
- —(“ )+C
a\p+1
1
= —— byt 4 C.
a(p+1>(a:c+) +C

13
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(b) i) [(2z+1)* da.
Identificamos a =2, b =1y p = 4. Asi,

4 - 1 441
/(2:L°+1) de = 2(4+1)(2x+1) +C
_ 1 5
= 10(21‘+1) +C.
.. 1
ii) f\/mdx
Identificamos a = =1, b=4y p= —1/2. Asi,
1 1
dr — 4_ UL o
/\/—4_55 TS et -
= —2V4—-z+C.
14
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CALCULO III
TAREA 2 - SOLUCIONES
SUMAS FINITAS. SUMAS DE RIEMANN. INTEGRAL DEFINIDA.
(Tema 1.2)

100
Lo(a) Y 21 =1424224... 2%

k=1
100

(b) Y (—1)fHlobl =1 24924 ... — 2%
k=1
100

(€) D (—Df2h = —142-224... 4 2%
k=1

(d) Z(—l)icos (ix) =1 — cos (z) + cos (2x) — cos (3z) + - - - + (—1)" cos (nx) .
=0
J+2

(© > n=2+G+1)"+({+2)°.

n=j

(6) > f (wr) Azy = f (21) Awy + [ (22) Awg + -+ + f (z0) Ay,

2 (a)1 SO T N Y
2 4 6 8 50 4= 2k
8
1 1 1 1 pe1 1
b 1__ —_ & — e —~—— —
b)1=g+5-7+g" 15 ;( T
1 2 1 1g 1o
S S s (c142-344-5) == (=D k=—2Y (=)
() —z+5—++ = (-142-3+4-5) 5;( ) k 5;( )k

3. ) VB-VA+VE-VE=) (-)"VE+2
k=1
i) VB VAI+VE-VE=) (-1)" V.

iii) V3 —VA+v5-v6= _Z (—D)" VE+3.

k=-5

15
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C(@) Y (-1 3R =32 -341=T.

3
(b) > 3 =) kP =(3+3+3%) — (1>4+2°+3%) =3.
k=1 k=1
a a a 2n(n+1) 6n(n+1)2n+1) 2
_ 2 _ _
(c) 2k(1+3k)-2(2k>+6(2k>— s+ ; = 2n(n+1)°.
k=1 k=1 k=1
(d)
99
Z E_L — (1 _1) (1 _1) (1 _..._i) (i _l) (l _L)
—\k k+1 3 4 4 5 5 98 98 _ 99 99 100
N S
3 100 300°

NE
)
S
—~
—_
SN—r
T
—
VR
DO | =
~_
T
—
Il
o =
Il =
ALY
N
|
DO | —
~_
T
e

|
—
- |
|
7~ N
~ N
| N = N =
\/ 5
S
Il
[SVRN ) N | —
|
=
|
VRS
DN | =
N——
_
o
S
[ I—

DD G40 = D+ 4+ +2)+(i+3)

1

= (3i+6)
=1

= [3(1)+6]+[3(2)+6] =21

son(n+1) =156

s n?+n—156=0

. (n+13)(n—12) =0

. n=12 (se descarta n = —13).

16

DE.©2013, Lorena Zogab



6. Sean r1 =3, 19 =4, x3 = 1.

2
1g 1 1 1 2

(b) 02:5255?—(52@) g(x1+x2+x3) |:§(I’1+$2+I‘3):|
1

n

a) lim 2¢2 —bep) Az 22 — bz)dx.
<>|PH);< : 50 Aa = )

lim Z Vi — A Ary = fo V4 — 22dz.

HPIH0

s
(c¢) lim E cos(cy) Axy = f7r/2 cosx dzx.

I1P1—0 2

b _
8. Hay que identificar lim Z fler)Az = [ f(z) dx, donde ¢ = a+ kAz y Az = b ¢
k=1 )’
(a) lim i <%)2 <§>
n—00 n nj)
k=1 e -~
f(ck) Az

3k
Sea ¢, = —. Se tiene
n

3k
Ck:? - f(Ck):C%-

Como - 3
ck:—:0+k‘<—> =a+ kAzx,
n n

por lo tanto

a = 0,
h—
Ax = §: a’
n n
b = 34+a=3+0=3
Asi,
-(3) ()1
lim — — )= 2*dx
n—mkz_;(n n Of
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R AkN? (4
o) fim 3 (2+7) @

flex) Az

Aqui hay dos respuestas directas:

4k
(b.1) Sea ¢t =2+ — Se tiene

4k
Ck:2+; = fla)=qd.

Como

4k 4

por lo tanto

a = 2,
Ar = ézb—a’
n n
b = 44a=4+2=
Asi,
: 4kN? (4) ¢
li 24— ) (=)= [2®da
1 2 NG S =
k=1
4
(b.2) Sea ¢ = —k Se tiene
n
4k

Ck:? —— f(Ck>:(2—|—Ck>2.
Como

4 4
ck:—k:0+k<—) =a+ kAx,
n n

por lo tanto

a = 0,
4 b-—
Ar = — = a,
n n
b = 44+a=4+0=4

Asi,
- 4k\? (4 4 5
lim 2+ —) (—) = [ (24+2) dx.

Nota que las dos respuestas son equivalentes. En efecto, usando la sustitucién
u = 2+ x en la integral de la segunda respuesta, se obtiene

4 6
/ (24 2)° do = / u? du.
0 2

18
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© Jim 3 [4— (—”%)1

flek) Az

k
Sea ¢, = —1 + —. Se tiene

n
3k
Ck:—l—l-; - f(Ck):4—Cz.
Como - 3
ck——1+—:—1+k<ﬁ):a+kA:U,

por lo tanto

a = —1,

Ar — §:b—a’
n n
b = 3+a=3+(-1)=2

Asi,
e 3k\| /3 2 )
lim E [4— (—1+?) ] (E) = [ (4—2%) dx.
R 1 3
@ i 3 | o)
k=1
flex) Az

Aqui hay dos respuestas directas:

k
(d.1) Sea ¢ = % Se tiene

Como

por lo tanto

a = 0,
3 b-—
Ar = — = a,
n n
b = 3+a=3+0=3
Asi,
" 3/n 31
1 = d
nl—%lokz_;l—i—:;k‘/n {1+x v
19
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3k
(d.2) Sea ¢ =1+ - Se tiene

3k 1
=1+ — ES f(Ck>:—
n Ck

Como

ck:1+%:1+k<§) =a+ kAuz,
n n

por lo tanto

a = 1,
Ar = %Zb—a’
n n
b = 34+a=3+1=4

Asi,

@t > e = 3 (o] )

k=1

k .
Sea ¢;, = —. Se tiene
n

Como

1
ck:E:O—H{:(—) =a+ kAuz,
n n

por lo tanto

a = 0,
1 b—
Ar = — = a’
n n
b = 14+a=1+0=1
Asi,
1 & 1 11
lim — = dz.
D it e
20
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=1 k=1 « R ,
flex) Az
Sea ¢, = —. Se tiene
k
Ck—g — f(Ck):Cﬁ-

Como

ckzgz()%—k:(l) =a+ kAzx,

n

por lo tanto

a = 0,
]_ _
Az = —:b a’
n n
b = 1l+a=14+0=1
Asi,
n ]{34 1 4
Jim, X = fatds
k=1
/71N /2)\° /3\° ny\ " (kN /1
lim = | (= l 2 (— — 1 ~ ).
@ im 2|5+ (2) (@) e OV () ()
=l = N~

k
Sea ¢;, = —. Se tiene
n

k
== = fla)=[(a)=q
Como
k 1
ck——:O—i-k(—):a—i-kAx,
n n
por lo tanto
a = 0,
1 _
Axr = —:b a’
n n
b = 14+4a=14+0=1

Asi,

21
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(h)

3

i 33y Z ] ()
n—oo £\ /2 4 5k 5n \/2 5k '
= V2+5k/n o +5k/n
f(ck) A
Aqui hay dos respuestas directas:
k
(h.1) Sea ¢} = % Se tiene
5k 1
= — — =
Ck f(cx) 2+ cr
Como - -
Cp = — —O—i-k(—) =a+ kAx
n
por lo tanto
a = 0,
Ar = 5 = b= a’
n n
b = 5+a=5+0=5

(h

Asi,

n

SR TGS Y o
n— oo 1/2_|_5]§/n 5 n—oo =1 2+5/€/n

5k
.2) Sea ¢, = 2+ —. Se tiene
n

5k
cL=2+—
n

Como
5k

ck=2+—=2+k
n

por lo tanto
Axr =
Asi,
i 3

22
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= f(a) =

3

1

N

<§) =a+ kAuz,
n




. X 3
W ; (\/m) (3k/n) ik ; (\/m) (3k/n) @

AV
f(Ck)

3k
Sea ¢, = —. Se tiene
n

_ 3k -
= n = fla)= (\/2+ck) Cr,

Como - 3
ck:—:0+k<—) =a+ kAx,
n n

por lo tanto

a = 0,
3 b—
Ar = — = a’
n n
b = 3+a=3+0=3

Asi,

n

, 3/n .
lim = dzx.
no0 ; <\/2+3k:/n) (3k/n) of( 2 +ff) T

1
9. Para calcular la integral [ (22) dz utilizando sumas de Riemann, observamos que

fler) = 2¢,
a=0, b=1 - Ag=t"0_1
n n
1
ck:a%—k:Ax:Oij(—):E.
n n

De esta manera,

o—_ ..
I
B

L e 2k\ (1 , 2 <&
||P||—>0;(2ck> A= 7}5&2( ) (5) = i, (ﬁ lk)
— lim (EM) ~ i 2L g (1+1) ~ 1.

n

’[’L2 2 n—oo n n—oo

23
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0
10. (a) La integral [+/16 — 2% dx representa la cuarta parte del drea de un circulo con
)
centro en el origen y radio igual a 4:

¥

4

9 1 / i
f\/16—£l]2d$:zl(ﬂ"42)z4ﬂ'.
4

x
-4 o 4

1
(b) La integral [ (1 — |z|) dx representa el drea de un tridngulo isésceles con base 2
1

y altura 1:

fl (1—|z|) dx:@ZL y=1-x]

T 0<z<3 P
(c¢) Si f(z) = { ’ - , la integral [f(x) dz representa el drea del
3, 3 < x <5, Of

trapecio mostrado en la figura:

24
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1 1
12. Sea f una funcién impar y ¢ una par, tales que [ |f (z)| dz = [ g(z) dz = 3.
0 0

¥ v
y=g(x)
¥y=fix) : |
A i 3 3 i
Ji 3/0 i x I 0 1 .
1 0 1
(a) [ f(z)de= [ f(x)de+ [ f(x)de=-3+3=0.
-1 1 0

b) J1f @) dxz_fj 7 (@) d:c+0fl\f(rv)l dxzofllf(rc)l+0f1|f(x)l dv =343 = 6.

(c) _j?g(:c) d:c:_j?g(:c) d:c+0flg(:c) der =343 =6.

(d) Nota que si g () es par, entonces xg (z) es impar (parXpar=imparximpar=par;
parximpar=impar). Por lo tanto,

j[z;g ()] da = f (29 (=) di + f (20 (®)] dz=0,

13. (a) Si f es continua 'y f (z) > 0 para todo z € [a, b], entonces fabf () dx > 0.
Verdadera.

(b) Si fab f () dz > 0, entonces f () > 0 para todo = € [a, b].
Falsa. Ejemplo: ffl xdr = g > 2, pero f (z) =z < 0 para algunos x € [—1,2].

(c) Si fab f(x) dx, entonces f (z) = 0 para todo x € [a, b].
Falsa. Ejemplo: f_ll x dx =0, pero f(z)# 0 para algunos z € [—1,1].
(d) Sif(x) >0y ff f(x) dx =0, entonces f () = 0 para todo z € [a, b].
Verdadera.
(e) Si fab f(x) de > fabg (x) dx, entonces ff [f () — g (z)] dz > 0.
Verdadera.
(f) Si f y g son continuas y f (z) > ¢ (x) para todo x € [a,b], entonces
fabf(x) d:c) > ‘fabg(a:) dx).
Falsa. Ejemplo: Sean f(z) = zy g(x) = —2z. Claramente, f (x) > g(z) en
[l d:c‘ <|[f (—22) d:c‘ = 3.

3
[1,2]. Sin embargo, 5=

25
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31
14. Elint dod
integrando eif a2

1
d la funci6 ti =
x es la funcién continua f () T2
y méximo de f en el intervalo [1, 3] son, respectivamente,
1 1 1 1

e "M TTiTy

Por la desigualdad max-min se tiene

(110) (3-1) gf e < (%) (3-1)

min f =

es decir,

T < 1.

Por lo tanto, el valor de la integral estd entre 1/5 y 1.

15. El integrando de [sen (z?) dzx es la funcién continua f (z) = sen (z?). Los valores
minimo y méximo de f en el intervalo [0, 1] son, respectivamente,
min f = sen(0) =0, max f = sen(1).
Por la desigualdad max-min se tiene

—0) §j n (z%) dz < (senl) (1 -0),

es decir,

sen (932) dr < senl.

S
IN
Ct—

Como
senl < 2,

por lo tanto

fl sen (m2) dx # 2.
0

(b) 1j/’2 (—3z) dx = —3 1j/’2 xdr=—3 [(1/2)2 - (_1/2)2] =0.
—1/2 —1/2 2 2

2
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CALCULO III
TAREA 3 - SOLUCIONES
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. SUSTITUCION EN
INTEGRAL DEFINIDA
(Temas 1.3-1.4)

(a) G(z) = [ VIT A dt.

dx dr
tant
(d) G(z) = [ 2*VI+ 8 dt.
dcjlf) - % [ 2®V1+i%dt = f VIt (% dt)
—1

_,_/

cons tan te

2 1 1
= (%) [ Vi+ttdt =2z [ V1+t*dt.
-1 -1

() G(z)= [ *VIT A dt.

dG(z) _ VIt dt = — (22 [ V148 dt
dx dl‘ 1 1
2 T
= 2’ <— f \/1+t4dt)+(di) [ Vi+ittde
dz dz ) =4
= 2*V1i+azt42z [ V1+tdl
-1
27
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Senx

f) G(z) = bf (u? + senu) du.

dG (x)  d s, B 2 dsenx
il of (u® + senu) du= [(senx)” + sen (senz)) T

= [sen’z + sen (senx)] cos .

(2) G(z) = fﬁ T dt.

Usando la regla de Leibnitz se tiene

23 3
dG (z) if\/1+t4dt: T T S
dx dx x T
= \/1+:c12(3x2)—\/1+x4.

(h) G (z) = [ (22 +3)" dt.
0
Usando el caso general de la regla de Leibnitz se tiene

dG (z) iz 2, 43
T = dxb[(x +¢%)" dt
T 3
_ (.CL’2+.T3)9 %-(%2 )9 dO f LU —|—t) dt
0

= (@) =0+ [ 9 (5 + )" (20) dt

= (P4 180 [ (22 + 3 dt.
0

z2

(i) G(z) = [ cos(t? — 2*) dt.
Jz
Usando el caso general de la regla de Leibnitz se tiene

dG (x) = 4 72 cos(t ) dt
dz dx N
dx2 2 d\/_ = 9 cos(t? — x%)
— 2 - _
= cos (:U) T cos((vz)" — . +\/f§ o dt
1

= 2xcos(0) — mcos r—at f sen(t® — z*) (—42°) dt
= 22— ——cos(z — 2*) +42° f sen(t* — x*) dt.

2[ b
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dr(9)  d 4 de? 75\ de’? "
= dGefa Int dt = In () = —In (e¥7) = = 30 (3¢¥) %5(
_ 99639 16\/5
9

dG(x)  d 2= s 97 d2Inx
i of (e" +¢%) dt = [*™ + (2Inz)7] i

= % [x2—|—41n233] .

fy 1 ds +1° d jy’ d
S —_— S

Y 0 1+ 3 y dy() 1+83
y 1 y2

pr— 2 .
s ety

t t
- <2tet2> il e~ dz 4+ ele™t = 9t i o(7=22) 1, + 1.
0 0

Nota que la respuesta también se puede escribir como

dx (t)
dt

=2t z(t) + 1.

29
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2+1
df (x) d e d * 1 1 d (1 1
S N dt=— = (=
dx d:cbfﬁ—l—l +dx‘0[t2+1 (1/3;)24_1 de \ z +x2—i—1

o a? 1 N L,
o122\ 22) 2241

por lo tanto f es constante para todo x > 0.

4. Sea G (z) = [ f(t) dt, con a una constante.

] G
para x > 2.

d = da?
(b) F'(z) = eVl dt = ¢V < - ) — 2zel”l = 2z¢*. Nota que V22 = |z| = z,

d
(c) F'(x) = e (2ze*) = 2xe” +2e* =2 (x + 1) €”.

6. Sea f(r) = [ cos®tdt, conu(x)=In(z*+z—1).
1

u(z) ’ _
o) % T cos? 1 dt = cos?u (x) du;:c) — cos? (In (22 + 2 — 1)) dln (z dj;:c 1)
1
o 2 . _2x+ 1
= cos” (In (2 + 2 — 1)) <I2+93—1 ’

2(1) +1

f(1) = cos?(In(1+1-1)) <1+1_1

) =3cos?(In1) = 3cos?(0) = 3.

30
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7. Sea F( )zlfxf(t) dt,conf()zlf - du
Fla) = 2 [0 d= @) = [ 5 a,
] R RV o G R T AN W e
i) = @l —— =" <E)_T'

8. Sea G (z) = [ (s Jf@) dt) ds, donde f es continua para todo real t.
2 \ 2

Definimos a (s) = s [ f (t) dt, de modo que G (z) = [« (s) ds.
2 2

9. Sea F (z) = [ (t —2tIn+/?) dt, = > 1. Por lo tanto,
1
F’(m):dif(t—%ln\/i) dt =2 —2zxIny/z=2(1-2Inyz)=2(1—-Inx).
T
Puntos criticos:
F'z)=0 = r=0 o (1-Inz)=0
se descarta ya que x>1
Inz=1
C.or=e.
F”(m):i[x(l—lnx)]:x 2 +(1—Inz)=—Inx
dx x ’

F'"(e) = —Ilne=—1.
Como F" (e) < 0, por lo tanto F' es céncava en x = e.

Por lo tanto, F' tiene un méximo local en = = e.
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10. Sea f tal que f' >0y f (1) =0. Sea g (z)

Of (1) dt.

(a) ¢ es una funcion diferenciable de x.

Verdadero.
Como f es diferenciable, por lo tanto f es continua. Por el Teorema Fundamental
d
de Calculo, g (z) es diferenciable (con d_g = f).
x

(b) g es una funcion continua de z.
Verdadero.
Como g es diferenciable, por lo tanto g es continua.

(c) La gréfica de g tiene una tangente horizontal en x = 1.

Verdadero.

d d

% = f(z) .. Z(;> . = f(1) =0 .. enxz =1 la tangente de g es
horizontal.

(d) g tiene un maximo local en x = 1.
Falso.
g"(x) = f'(x) >0 .. g esconvexa Vx .. ¢ tiene un minimo local en = = 1.

d
(e) La grafica de d_g cruza el eje z en x = 1.
x

Verdadero.
dg(x)
! 1 — — 1 — .
g(1)=—" » f(1)=0
11. Reescribimos el precio P (t), de la siguiente manera:
P(t) = [ols) el ds =€ [o(s)e ™ ds = e [v(s)e ™ ds.
. t 20

En ese caso,

LMUNNEEN (dert) fols)em ds— e L [u(s)ye ds

= —re’"t2jz v(s)e " ds—e" (v(t)e ™)
= —7“2]; v(s) e ds — v (t)

= r jfov (s) "™ ds — v (t)

= rP(t)—uv(t).

12. De acuerdo con el Teorema Fundamental del Célculo,

dF (z) =V5+e’ = F(x):f\/5+et2 dt,

dx
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13.

con a una constante. En particular,
F(2) = jz’ V5 + e dt,
de modo que
F(z)—F(2) = fmmdt—fz V5 + et dt
N Ny +j V5 +e dt
= jx/ﬁdﬁf@dt:j@dt.

De esta manera,
F(z)=[V5+e? dt + F(2).
2

Como F(2) =7, por lo tanto

F<x>:jmdt+7.
En efecto,
F(2) = jmdt+720+7:7,
dF (@) _ %(fmdwr?):m.

dx 5

De acuerdo con el Teorema Fundamental del Célculo,

dx(t)_2 _t 2
—— =tft) = x(t)—afuf(U)du,

con a una constante. En particular,

de modo que

x(t)—:c(3):ftu2f(u) du—f3u2f(u) du:sftu2f(u) du
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14. De acuerdo con el Teorema Fundamental del Célculo,

dF (t)

f(t)ZT = F(t)=

S
—
—~
£

U
£

con a una constante. En particular,

de modo que

F() = Flt) = [ 1@ du— [ 1 (0) du=] ] () du

De esta manera,

F(t):jf(u) du + F(to).

Por ltimo, como F'(ty) = K, por lo tanto,

15. (a)
(3 o ) - [t
= @W+§)—OW+%)_mw:

(b)

f1<5:c2/3—5_§) L 5{&”}1_5@];%{1}1

5
3 T]_g

= 3= (97 =510 - 81+ 8| -

—3[(—1) — (=32)] = 5[7] + 8 [—1 + %} 51

—1,,5 -1 3 -1
Y’ 41 o, 3 P 1}
dy = + dy = | & — —
R N T

_ (LN (81T 3 47
N 3 2 3 8&8) 3 8 24’

34
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(d)

1
1 5 4 3
f(:v2+2:v)2 dx:/(:v4+4933—|—4x2) dr = | = + 2% + = zﬁ.
! 5 35|, 15
0
(e)
In3 In3
1f3 (e"+1) dr = [e"+a]") ;= (" +In3) — (e ™+ (~1n3))
In3 1 1
= ("’ +1n3) - m—lni% =(3+1n3)— 5—1n3
(f) Como

x4+ 1, x> —1,
|x+1|_{ —r—1, x<-1,

por lo tanto,

-1

_ji o +1] do = [ (—z —1) d:c+_fj(x+1) d — [_ﬁ_x}_l+[_2+xrl:5_

O bien, por sustitucién,

0 1 0 1 ’U2 0 U2 1
[ lz+1] de= [ |ul du:—fudu—l—fudu:—{—] +{—] — 5.

—4 -3 -3 0 2] 4 2 1,

¥

y=fx)
1
+ X
4 -1 0

3

16. (a) [ V6 — 2z dx.

1
Sea u = 6 — 2z. Se tiene

u=6—-2r = du=-2dzx, u(l)=4, u(3)=0.

Por lo tanto,

3 1 3 109 1 4
[V6—2zdx = —Ef\/6—293 (—de):—if\/ﬂdu:§f\/ﬂdu
1 1 4 0

1 4 1 8
= [, =3 -0 =2
35
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V7 T
b) f =
\/5 v —|—2
Sea u = 22 + 2. Se tiene

u=1*4+2 = du=2zxdzr, u(~2) =4, u(v/7)=9.

dx.

Por lo tanto,
V7 T V7 oz dx

P R N = RN

© | t§+3

1
Sea u = t3 + 3. Se tiene

dt.

u=t>+3 = du=3"dt, u(l) =4, u(r) =2+ 3.

Por lo tanto,

z 2 1z 1 1243 d
| it = = [ 3dt== [ —
1 V2 +3 31 V243 3 1 Vu
4
2 ;1:3+3 2
322+ 1
d
(){x?’—l—?)x

Sea u = 23 + 3x. Se tiene
u=2"+3r = du=(32>+3) dz, u(l) =4, u(3) = 36.

Por lo tanto,

3241 13 1 36 du
dr = = 32 +3) do == [ —
1f:c3—|—3xx 31f +3x(x+)x 34fu
1 1 1 36 1
4
{ 1+\/_)
Seau—1+\/_.Setiene
1
u=1+\r = du:md:c,u(l)zlu(él):&
Por lo tanto,
4 da 41 1 3 du 17°
J : = 2(2 )dx:f_gzl__}
12y (1+V7) 1 (L+V2)  \2Ve 2 U ul,
_ 111
3 2 6
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[ sen(20) db.
/2
Sea u = 260. Se tiene

u=20 = du=2df, u(g) =, u(m) = 2m.

Por lo tanto,

m 1 7 1 27
[ sen(20) d0 = = [ sen(20) (2df) =< [ senudu
w/2 2 w/2 2 T
1 1 1
= —[—cosul;" = =(—cos(2m) +cos(m)) = =(—-1—1) = —1.
2 T 2 2
0 0
(&) [ Verdr= [ e/?da.
—4In3 —41In3
Sea u = g Se tiene
T 1
u=g5 = duzédzﬂ, u(=4In3) = —21In3, u(0) =0.

Por lo tanto,

0 0 0
[ Verde = 2 [ €2 (ldx)ﬂ [ oetdu=2 [,

—4In3 —41n3 2 —2In3
1 16

- 9 0_ _—2In3 —9(1 — In3—2 =92(1=2)=—=.
(€0 — %) = 2(1 = 97) = 2(1 - 5) =

In2 63:1: dr
0 <€ —

Sea u = 2e3* — 1. Se tiene
u=2""~1 = du=6e*"dr, u0)=1, u(ln2) =2*"?—1 =2¢M8-1 = 15.

Por lo tanto,

In2 6395 dr 11112 66395 dx 1 15du 1
=2 G — -y 15 —In1l
2¢3 — 1 6 ) 2% 1 61f 2 = gl 6(n nl)
1
— “Inl5.
6n
e dx

(i) {x(lnx—{—l)'
Sea u = Inz + 1. Se tiene

1
u=lnz+1 = du=—dz,u(l)=Inl+1=1, ule)=Ine+1=2.
x

Por lo tanto,

e d e
f:c(lnx—l—l {

u

1 2
( ) fdu— In|ul]=m2—Inl=1In2
1
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17. (a) Sea u =z + A. Se tiene
u=x+A = du=dz, u(a)=a+ X ub)=b+ X\ r=u—A\

Por lo tanto,
b b+-A b+A
/ f(z) dx = / flu—N)du = / f(x — N)dz.
a a+A a+A

La dltima igualdad del lado derecho es vélida, ya que en una integral definida la
variable de integracién es una variable muda (es indistinto llamarla u o x).

(b) Sea u = Az. Se tiene

u=Ar = du=\dz, u(a)= Aa, u(b) = b, :c:%.

Por lo tanto,

/ab f(x)dxzifab f(:c)Adxz%/:bf(g) du:% //\Abf(i) dr.
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CALCULO III
TAREA 4 - SOLUCIONES
AREA. VALOR PROMEDIO. LONGITUD DE CURVA
(Tema 1.5)

(a) y=2"" —2<zx<l1.

i
[

A= f2zdx——f2”du—f2“du—

-1

(b) y=3senxz/1+cosz, —m <x<O0.

1
R = 5 [ -2, =

y=3senx | ]+ cosx

0 2
A=—{ 3senx\/1+cosxdx:3f\/ﬂdu:?)(g)[3/2} = 2°/2,
S 0

(c) y=-32>+6xr+9, —-3<x<3.

J.'=-3x2+6x+9
=-3(x+l)fx3)

'35/-1

- 3
A = f(3x — 61 — )dx+f(—3:v2+693+9) dx
-3 —1
27
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:;l) + [-2® + 327 + 9xﬁ = 64.
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v=r1-x)7

1

T x
0 ;\i 2

H\H-__

2 0 —1
A= [Q=2)Pde—[(1=2)? de=—[udu+ [ du
8 0

-7

8 0
= fu1/3 du — f u'? du == [u4/3}0
0 5 4

(e) y=avd—122, —-2<z<2

0

A= —[avd—2?de+ [ avV4—2?de =
) 0

4

— lf\/ﬂduﬁ—%j\/ﬂdu:f\/ﬂdu:—

2%

1

3 _ 3 e 2L
4[“ }—1_ 4"
i y=x]4-x2

A

x
Zuo ’
5
-2

(a) y=Inz y y=mIm2z), 1<z<5.

A:j[ln@x)—lnx] dx =

DE.©2013, Lorena Zogab

2 1 4 1 0
= [Vudu—= [Vudu
29 2
2 4 16
3 [US/Q]O = ?
4 v =1l2x)
v=Inx)

==

e

5
In2+1Inz —Inz] dx:if In2dr = (In2)[z] = 4In2.

40



(b) y=2senz y y=sen(2z), 0<z<m.

¥

y =senlx

0 /2 m

v=2senx

[ 2senz — sen (2z)] dr =2 f senx dv — [ sen (2x) dx
0 0

1
= 2 fsen:v dr — = f senu du = —2 [cos x] +3 [cosul;

1
+ 5 |cos (2m) — cos 0| = 4.

= —2|cosm —cosO
S~ N
1 1

-1 1

Nota: Otra manera de obtener el mismo resultado consiste en utilizar la identidad
trigonométrica
sen (2x) = 2 senx cosz.

De esta manera,

A = [[2senz— sen(2z)] dv= [[2senx — 2 senz cosz] dx
0 0

= 2 [ senxz[l — cosx] dszfudu:[u2L2):4.
0 0

(c)y=2y y=-22*, —-1<az<1
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(d)y=4—-2>y y=2—-2, —-2<x<3.

:
i
} x
-2/ -1 2y
2-

A - _5[(2_;5)_(4_;52)} d:c+_f21 (4=a?) = (2— ) dx+j[<z—x>_(4_x2)} iz
= ]l(xQ—x—2) dx+f2(—x2+:v+2) dx+f3(932—:v—2) dx
= [3—5—2x}2+[—§+?+2x}1—1—[?—5—24 =5

() x+y*=3 y do+1y*=0, —-2<y<2

A:fQ{(?)—yZ)—(—yZZ)} dyzf{?)—%yz} dy = [3y—yzr_2=8.

-2

(a) y=2x—2% y y=-3.

2 —x? = -3
v=2x-x2 22 —2x—-3=0
, R N . (x+1)(z—=3)=0
A1 2 3 .x=-1 o0 z=3.
I 3,V' '\rs,-sj y=o
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(b) y=2-2" y y=u.

2-g2=1z
24+r—2=0
| . (+2)(x—-1)=0
/ J\?—Q-XQ L rx=-2 o0 z=1
L ) 3 22! 9
A= [ 2-2"—z|dv= 20— — ——| =73.
_j;[ v? — x| do [m 3 2]_2 5
2
x
(c) y = [z* —4] y y=-5 +4
y y=|x24] 22 — 4] =2 4+ 4
2
. =X 2% — 4" = (I_; + 4)
i | ot — 822 + 16 = 2 + 427 + 16
i l . 3z% (2% — 16) =0
4 2 2 4 x=—4 0 z2=0 o z=4.

A = ﬂ(?%)-(ﬁ-@} de t [(%2+4>—(4—x2)] d
4

Vil =28 2> -6
y 25 |z| = (z + 6)°
V=65 )r>0=2bzx=(z+ 6)2

22 =13+ 36 =0
(x—4)(z—9)=0
Sr=4 0 2=9.

i) —6<z<0= —252=(z+6)°
22+ 372+ 36 =0
(x+1)(x+36)=0

.= —1.

y=|x|

—
T
‘Q -_— = — -
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4. (a) y=e€", y=e* yr=1In3.
v }‘=32I
e
0 | *
x =in3
0 1 In3
A = f(€2x_€z) dx:|:_€2x_ez:| :|:_€2ln3_
4 2 .12
1 9 n3 1 9 1
= —_etY n = —_ — —:2
[26 e + 2 3 +2
1
(b)y:%yzp,x:2yy:0
0 1 2 *
1 2 /4 211 1
A= [(z—0)d ——0) de=|%| - |-
Jeo @] (G0 = [5],- [}

5. y=+vzr,y=6-xyy=0.

¥

Vei=6—z, <6
r =36 — 122 + 22
22— 132 +36=0
(x—4)(z—9)=0

x . $:4

(a) Integrando con respecto a x (regién y-simple):

A:0f4(\/5—0) dx+f[(6—93)—0] dr =

(b) Integrando con respecto a y (regién z-simple):

DE.©2013, Lorena Zogab
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3

Azofz[(ﬁ—w—zﬂ dy
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6. y=3—22yy=—1.

3—z2=-1

2 2 2 _
: . . x 4
| |
/ | 2| =

| 1:3
/ 0 ‘\ =2 0 x=-2

x=-N3-y }'=3-x2
x="N3-y

(b) Integrando con respecto a y (regién x-simple):

3

A= J[VE=u-(~v3-d)] dy=2_{¢ﬂdy=—2fﬁdu

-1

4
= 2f\/ﬂdu:§[u3/2}3:3—;.
0

7. En la figura se muestra las ecuaciones de las rectas que unen a cada par de puntos:

v

(-14)

y=-2x+2

En consecuencia,

2 1 7 2 1 7 27
A= —— — ] — (-2 2 —— - —(x—4 = —.
f1{( 293+2) (—2z + )} dx+éf{( 2:L°+2) (z )} dw 5
8. Los excedentes del consumidor EC' y del productor E P estdn dados por
1024

3
EC = [[(144 - ¢*) — 80 dg = —— ~ 3413,

0

8
EP = [

0

2

q 512 _EC
{80 <48+2)} dg === = 170.7 = —~.
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2
= 4
p=48 +_2

p=144 g2

9. (a) f(z)=2%—1en [0,V3].

1V =x i
| |
I 0 fx'lg ¥
v=F=10
i 1 VB 1 la:?’ ]*@
= =1 de=—|= —2| =0.
/ V3 — 0{( ) V313 0
f=0 ysealcanzaen x = 1, ya que f (1) = 0.

y=|x-1|
i / v=F=35/6
I i .
-1 1 2
f [ 1] d Ll 1 d 2 1) d >
f = 5T _1)f1]x— | x—gifl( — ) x—l—f(x— ) x}—g
- ) 1 11 1 11 5
fzé ysealcanzaenm:g,y:cg 6,yaquef< ):f<€):6
2
10. Sea f continua y tal que [ f(z) dz = 4. Como
1
_ 1 2 1
fmgmr fa)dr=1(4) =4
1

y como f es una funcién continua en [1,2], por el Teorema del Valor Medio para
integrales definidas existe ¢ € [1,2] tal que f (¢) = 4. Por lo tanto, f (x) =4 al menos
una vez en |[1,2].

46

DE.©2013, Lorena Zogab



11.

Como y () = 3z + 5, por lo tanto ¢’ (z) = 3, de modo que
4 4
L= [V1+3dr=+v10 [ dv =3V10.
1 1

En efecto, la distancia L entre el punto (1,8) y el (4,17) es

L:\/(4—1)2+(17—8)2:\/9+8 = /90 = 3V10.

12. Como y (x) = 22%/2, por lo tanto ¢/ (x) = 32'/2, de modo que

i 2 4 164 2 64 112
L= [\1+[32 dz= [V1+9zde = [Vudu=—[u*?] =—".
1/3 1/3 94 27 4 3
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CALCULO III
TAREA 5 - SOLUCIONES
INTEGRALES RELACIONADAS CON LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS

(Tema 1.6)
(o)

1
_ (1
Sea 6 = cos (2)

s — 1 cateto adyacente 2 A-T1-f3
2 hipotenusa

)
(b) sec (sen—l G))
Sea 6 = sen-! G)

3 cateto opuesto 4 3
senf = 4 hipotenusa
A
&', T
sec | sen — =sec = —.
4 VT

(c) cos(tan™! (1)).
Sea 6 = tan™' (1)

cateto opuesto ST+1 =02
tanf =1 = 1
cateto adyacente
1 A
cos (tan~! (1)) = cos ) = —. 1
(tan ™ (1) NG

logs (2z + tan™" (y)) —logsz = 1
2z + tan™!
log. (w) _
x

. -1
log5(21+tz;n li)

27 +tan~ly
x
2z +tan 'y = 5z

tanly = 3z

y = tan(3z).
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3. (a) Siy=sen~'(V2z), entonces

dy dsen™! (\/ﬁx) B 1 d(\/§:c) B V2
dx dx 1—(\/§x)2 dx N
(b) Siy=cot™!(1/z) — tan~! z, entonces
dy d[cot™ (1/z) —tan~'z] B 1 d(l/z) 1
de dz 14+ (1/35)2 dz 14 a2

B 1 1 11 L,
T o112\ 22) 142 2241 14a?

dcot (1/3[:) dtan— 'z

En otras palabras, 0

(c) Siy=In(tan"!z), entonces

dy dn(tan'z) 1 dtan'z 1 1 _ 1
B 1+22) (1+22)tant2’

dz dx tanlz  dr  tanlz

(d) Siy= e (+°) entonces

dy det2> " (%) tan—l(lj)dta:n_l (%) Jtan~! (a7) ( 1 ) 5 szl (*°)

dr dx dx 1+ (3;5)2 dx 1+ 210
(e) Siy = csc!(e”), entonces
dy desc™! (€7) 1 de® e®

1
v dx Ed (ez)2_1E _ef"\/e%—l__\/e?x—l.

L (2x)+C.

1
/m /\/7 | e = o0 = e

(b)
2 dy

hﬁ-/m /m

e (o o (25 e

el dt el dt du . 1

ﬁ:/\/ljwz/ﬁzsen U+C:S€n (€)+C
— (e
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/7dt L V3 dt L itan’1 @ +C
7T+32 /3 (\ﬁ)2+(\/§t)2_ 3| V7 J7

sent df du » B »
/m_ /1+u2_ tan” u+ C = —tan" " (cosf) + C.

/BEd:L“ B / 3% dx _L 3‘”1n3dx_i/ du
143 [ 1439 3/ 14+3)? m3/) 1+u?

1 1 .
= Etan u—i—C—mtan (3)+C.

/—d:c —/ Vb d —Lsec_1@+(]

ly A
= —sec "

+C.
V2

i
2

dx 1 dx du
= = =1 In [tan~* .
/(1—|—:c2)tan1:c /(tan1x> 1122 " n|ul+C = n‘ an :cHC

seTF x d.’l} eserrlx /6 du € —|—C . €Sen -1, —|—C
Vi-a2? V1-— xZ '

[ - b Ot (3) o)

0 362
T
= afg-o=7
(b)
© e dt L du .
e e — [tan—?
‘[t(1+ln t) if(l+lnt)) bfl+u2 [tan u]o
= tan’l(l)—tanfl(O):%—Ozg,
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2 8 dt 2 dt L du 1
— = 8 =38 =8 [tan ' u
ift2—2t+2 if(t—l)2+1 0fu2+1 [ )
= 8[tan ' (1) —tan ' (0)] =8 E — 0} = 2.
(d) Métodol:
2 2 -1 d 2 d sec™1(2)
i > (sec2 z) do = [ sec’(sec”' ) 73 = [ sec®udu
N vzt —1 N vzl —1 sec1(v3)
/3
/3 m T
= WL sec® u du = [ta,nu]ﬂf4 = tan <§) — tan (Z) =V3 -1
Método 2:
Como sec(sec™! ) = z, por lo tanto sec?(sec™! z) = [sec(sec ! z)]* = 22. De esta
manera,
j% sec’(sec ' x) do - f2 rdr f2 2z dx
V2 V2 22 —1 V2 2\/ 2 -1

2 2?2 dx
xva? —1 \/f§x\/a:2—1
3
J
1

6. Las integrales indefinidas

fld—fla:sen_lx—l—C y fld—fﬁ:—cos_lx—l—C

son equivalentes. En efecto, si en la segunda expresion utilizamos la identidad

D1 ~1 T
sen” "x +cos T x = 2

obtenemos

/ dz / —dx A 4C 1 T
_ = [ ——— = —cos 'z =sen T — — .

V1 — 22 V1 — 22 2

Observamos que las dos integrales indefinidas difieren sélo en una constante, de modo
que ambas respuestas son correctas.
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CALCULO III
TAREA 6 - SOLUCIONES
TECNICAS DE INTEGRACION
(Tema 1.7)

(a) / e dx
a )
4 + 9e2
Sea u = 4 + 9¢%*. Se tiene

u=4+49* = du=18¢* duz.

Por lo tanto,

e?® dx 1 [ 18e* da 1 [du 1 1
S Y k| C =—1Inl|4+9e*|+C
/4+962x 18/4+9e2z 18/ y =gl O = qgin |4+ 9]+

-l (44 9¢*) + C.

18
e* dx
(b) /4 + 9e2r

Nota que

/exdx _/ e® dx
4+9e= | 44 (3e7)

u=3" = du=3e"dx.

Sea u = 3e®. Se tiene

Por lo tanto,

/exd:c B }/ 3e” dx _}/ du 1 ltan_l(g> L
449e* 3 ) 44 (3er)?  3) 4+ud 3|2 2

16 1
C dz.
(c) gf 2z Inx

Sea u = Inx. Se tiene
1
u=lnr = du= - dz, u(2) =1n2, u(16) = In16.

Por lo tanto,

16 1 16 1 1 In16 d
o=t = [ —( ‘-
2 2zvInz 2 Vinx
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Seau =1 —Inz. Se tiene

1
u=1—Ilnzx = du:—;d:v.
Por lo tanto,
dx du
—_— = dr = — =-2Vu+C
/xm /m( ) i v il
= —2v1—Inz+C.

e)/ dx
x\/1—1n2x'
Nota que
I
zvV1—1n%z lnx2
Sea u = Inx. Se tiene
1
u=Ilnr = du:gdx.

Por lo tanto,

=sen t(u) +C

vt iy e ORI

= sen ' (lnz)+C.

Inz
f ———— dz.
(®) /:L“—|—4931n2x >

Nota que

Inz Inz 1 Inz
——— dx = — dr = 3 dx.
x+4xIn®x z (1+41n*z) 1+4(Inz)” =

Seau =144 (Inz)*. Se tiene

1
u=1+4(nz)? = du=8(lnx) ;dx:

Por lo tanto,

Inz 1 1 Slnzx 1 du 1
———dx = - dr=—- | — =-1 +C
/x+4mﬁx ! 8/&+4mmf< z )a; s ) w sl

:%mu+uﬁ@+a
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V1
)/—+\/de
NG
Sea u =1+ /x. Se tiene
u=1+vVr = du=—=dx.

2V

Por lo tanto,

/7\’1\2\/de = /\/r<2\/‘) x—2/\/_du——u3/2+(]

- 3(1+\/_)3/2+C

(h) /1fﬁ dx

Sea u = 1+ /z, de modo que /= = u — 1. Se tiene
1
u=14+vVr = du:md:c = dr=2Vrdu=2(u—1) du.

Por lo tanto,

/1fﬁdx _ 2/(“_1)u(“_1) du=2/<—“2_i“+1) du

1 u?
= 2 u—2—|—a du =2 ?—2u+ln|u| +C

= (1+va)' —4(1+vz) +2|1+ Va| +C.
= (1+va) —4(1+v2)+2In(1+Vz) +C.

) / dz
VI +dx/x
Nota que
1 1

/ﬁ:/ﬁ(fi%) :/1+(2\/5)2 Vz
Sea u = 2+/x. Se tiene

1
u=2/r = du=

Por lo tanto,

N
/ﬁ - /1+(;f) < ) / 5 du=tan™" (u) + C
= tan"" (2/z) + C.
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(d)

141 1
/ ° dx:/ud:c:/ 1+ dr =z +In|z — 1| + C.
r—1 z—1 z—1

\/_

xr+ 1
Sea u = /z. Se tiene

u=+r = uvi=2 = 2udu=dr.

Por lo tanto,
VT / u / u? /u2+1—1

dr = 2u du = 2 du=2 | ———— d
r+1 v u?+1 ua u? 41 “ u? 41 “

1 _
= 2/(1_u2+1) du:Q[u—tanlu}%—C
= 2z —2tan"' (y/z) + C.

W Bl 3

Sea u =1 — —. Se tiene

Por lo tanto,

L e (8

/(secx + cotz)? d.

/ (secx + cotz)® do = / (sec® z + 2secx cot x + cot® ) dx

1
— /[sec2:c+2( )(COS$>+(CSC2I—1)} dx
CcOoS T senx

= /(sech+2csc:L’+cchx—1) dx

= tanz — 2In|cscx + cot x| — cotx — z + C.
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1
—d
(¢) /1+Sen:c o
/ 1 dr — / 1 1—senx —senzx dxzfl—sen:v da
1+ senx 1+ senxz \1—senx 1—sen29§ cos? x

1 senx
= dx dzx sec’r dr — | secxtanz dx
cos? x cos? x

= tanx —secx + C.

(f) / Losend 4y

cos 6
1 —sen 1—senf (14 send 1 — sen?0
/ cos 6 0 = / cos <1+sen9) da_/cos@(l—i—sen@) a0
cos? 0 cos
B /cos@(1+sen«9) de_/l—i—seane'

Seau=1+ senf. Se tiene

u=1+sen = du=cosf df.

Por lo tanto,

1— sen 0 du
/ﬂdQ:/LdQZ L njul+C =11+ send| +C.
cos f 1+ senf U

(g) /effirl dx.

1 1 e " e’ e ™
/6I+1dx_/e$+1 <e—“f)dx_/e—x(ex+1) dx_/l—{—e—l’ dr

Sea u = e~ %. Se tiene

u=e¢ "% = du=-—e"dx.

Por lo tanto,

/ 1 dx:/ e dx:_/w:_ du
et +1 1+e = 1+e = U

= —Inju/+C=-In[l+e*|+C=-In(1+e*)+C.

1
h — dx.
<)/ef’3+ez v

1 1 T T T
/ d:c:/ £ dx:/e—dx:/ ¢ dx.
er 4 e er 4 e et et (ez + e—x) e2z + 1

Sea u = e*. Se tiene

xT

u==e — du:edeL’
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Por lo tanto,

1 e e® dx du
——dx = dr = 5 =
e’ +e " e +1 (ex)* 4+ 1 u? 41

= tan ' (u) +C = tan"' (%) + C.
. e’
() / e O

T T x 2x 2z
/—6 d:c:/—e £ dx:/—e dx:/ c 4
et +e et + e % \ e* et (e +e~%) e?r + 1

Sea u = e?*. Se tiene

u=e* = du=2e*dr.

Por lo tanto,

x.

e” e 1 [(2*)de 1 [du 1
LS L (v R C
/ef"—l—e_x ! /e2x+1 ! 2/ a1 ) w gkt

= %ln}ezx—l—H—I—C’z%ln(e%—i-l)—l—c-

/ dx _/ dx <e_x> i _/ e® dx
Vo1 ) VEoi\e P
Sea u = e*. Se tiene

u=-e = du=¢"dx.

Por lo tanto,

/ dx S / e® dx _/ e® dx _/ du
Ve =1 VE=1 ) oo S
= sec ' |u| + C =sec ! |e’| + C =sec™* (e") + C.
(k) %/\/ex —1dx.
Sea u = y/e* — 1. Se tiene

2
u=+vVer—1 = as=h{’+1) = dr= “

w2 +1

du.

Por lo tanto,

1 1 2u u? uw?+1-1
Ve —Tde = = Ju—idu= [ ———du= [ LT~
2/ ¢ * 2/“u2+1 “ /u2+1 “ / w1

_ . 1 o -1
= /(1 u2+1)du—u tan™ (u) + C
= Ver —1—tan™! (\/e"f — 1) + C.
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8
) [ ——— dt.
) /t2—2t+2

Completando cuadrados, se obtiene

8 dt
— dt=8 [ ————.
/t2—2t+2 /(t—1)2+1

Seau =1t — 1. Se tiene

Por lo tanto,

8 dt du
— dt= - = =8t -1 =8t -1 t—1 .

™ [ =

Completando cuadrados, se obtiene

/ dz _/ dz
V3 —2z— 22 /4—(z+1)2
Sea u = z + 1. Se tiene

u=z4+1 = du=4dz.

Por lo tanto,

-1 g o —1 Z+1
sen <2>+C—sen < 5 )—I—C.

/%:/h:/%:
3. (a) / z sen (3z) dz.

Proponemos

v = xr — du=dx

1
dv = sen(3z)dr = wv= —3 cos (3x).
Por lo tanto,
x 1
/:c sen (3x)dr = —3 cos (3x) — / (—5 cos (3x)) dx

1
= —Teos (3z) + = /cos (3x) dx

3 3

x 1
= —gcos (3z) + gsen (3z) + C.

o8
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2
) [ xe /% dx.
0

Primero conviene determinar / ze~/2 dx. Para ello, proponemos

u = r =— du=dzx
dv = e ?dy — v=—2e"2
De esta manera,
/936_5’:/2 dr = —2xe %% — / (—26_””/2) dor = —2xe /% + 2/6_””/2 dx

= —2pe 242 (—2e_x/2) +C =—2ze*?— 4?4 C
= 2(x+2)e 2+ C.

Por lo tanto,

2
f v do = =2 [(x + 2)e /%) = —2 [4e7h — 2% = —8¢ ! + 4.

1
/ﬂdm

Proponemos
1
u = Inrx = du=-dzx
x
1 1
dvi= S5de = v=-—-—.
x x

Por lo tanto,

/ln_a: dz —llnx—/(—l> (l) d:c:—lln:ch %dm
T T T T T

1 1 1
= —lzr——+C=—(lnz+1)+C.
x x x

) f In /x dz.

Nota que
e e 16
[ InVzde= [ lnxl/de:§f Inx du.
1 1 1

Primero determinemos f Inz dx. Para ello, proponemos

1
u = lnx = du=-—dx
T
dv = dx — v=u.
59
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De esta manera,

1
/lnxdx:xlnx—/(x)gdx:xlnx—/dx:xlnx—x+0.
Por lo tanto,
e 1 e 1 o1
[ InVzde = 5] lnxdx:§[xlnx—x]1:§[(elne—e)—(lnl—l)]
1 1
1 1

(e) [2*Inx dx.
1

Primero determinemos f 2%1nz dz. Para ello, proponemos

1
u = lnx =— du=-—dzx

x

23
dv = 2?2dr = ’UZE.

De esta manera,

3 3 1 3 1 3 3
/x2lnxdx:%lnx—/(%)5dx:%lnx—g/ﬁdx:%lnx—%—i-a

Por lo tanto,

e 3 371¢ 3 3 1 1
{x%nxdx = [%lnx—%} :<%Ine—%)—(§lnl—§)
e

1
3 ¢8 1 5
- (3‘5)*52‘6 "9
(f) /cosx In (senz) dx.
Proponemos
u = In(senzx) — du = 2L gy
senx
dv = cosxdr — v =senx.

Por lo tanto,

/cosx In(senx) de = senz In(senx) —/(senx) (cosx> dx

senx
= senx In(senz) — /cos:c dx

= senz In(senx) — senx + C.
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(&) x dx
o) VarT

Proponemos

v = x — du=dx

dx
dv = — =2vVz + 1.
R/ | ! *

Por lo tanto,

.f(:d.f(: 4 3/2
=22vVe+1—-2 | Ve+lde =2z2ve+1—=(z+1 + C.
vVae+1 / 3( )

e dx
(h) -

V1—e®

Como
/ e** dx . €°
= [e dx,
V1—e® V< €”

proponemos

dv = dr = v=-2v/1-—e¢=.

Por lo tanto,

2x d
/ — L - aeyi-e- / (—2vI= &) (¢") da
= —2ev1—e*+ 2/69”\/1 —erdx
4
= ~2eVI—er - S (1- )P 4

(i) /ta,n_1 (z) dz.

Proponemos

u an~ " (1) =TT

dv = dxr — wv=u.

Por lo tanto,

-1 _ -1 X _ -1 1 2
/tan (x) dr = xtan (:c)—/l_l_xzd:c—xtan (x)—aln(1+:c)+0.
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(j) /xze_“”/2 dr.
Proponemos

u = 2 = du=2zdr

dv = e *?dyr =— v=—2 "2

Por lo tanto,
/xQe_””/2 dr = —2z%e™ /% — / (—26_30/2) (2z)dx = —2p%e % 4 4/xe‘z/2 dx.

Ahora integramos por partes la nueva integral. Para ello, proponemos

u = x = du=dx
dv = e *?dy =— v=—2"2
Por lo tanto,
/x2ez/2 dr = —2x%e %24 4/.’136_90/2 dz

= —27% %2 14 [—er_f”ﬂ - / (—26’9”/2) d:c]

= —27% %2 _ 8y 1§ / e~ 2y

= —27% %2 _8pe /2 1§ (—26_””/2) +C
= —22% %2 _8ye /2 _ 162 + C
—2(2® + 42 +8) e "2+ C.

(k) / 2?e”’ du.

Como
/x3ez2 dr = /:c2 <xe‘”2) dz,
proponemos
u = 2 = du=2dr
1
dv = ze¥ dr — ov= 56"”2.

Por lo tanto,

1 1 1
/x3e"”2 de = =z —/ ~e” ) (22) dx = =a2e” — /xez2dx
2 2 2
> 1
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1) /e‘x cosx dx.

Proponemos

u = % = du=-—-e"dx

dv = coszxdr =— v=senx.

Por lo tanto,

= e %senx+ [ e “senx dx.

/e"” cosrdr = e “senx — / (senz) (—e ™) dx

Ahora integramos por partes la nueva integral. Para ello, proponemos

u = % = du=-—e"dx

dv = senxdr = v = —cosz.

Por lo tanto,
/6_30 cosrdr = e “senx+ /e_xsenx dx
= e “senx+ {—e‘” CoS T — / (—cosz) (—e ") dz
= e “senx —e “cosx — /e"” cosx dx.

Por lo tanto,

2/6_”” cosx dr =e *(senx — cos ),

de modo que
1
/ez cosx dr = 56"’” (senx —cosx) + C.

(m) /sen (Inz)dx.

Proponemos

1
u = sen(lnz) = du=cos(lnz) (E) dx
dv = dr = v=u.

Por lo tanto,

/ sen (Inz) dz = zsen (Inz) — / cos (In ) dx.
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Ahora integramos por partes la nueva integral. Para ello, proponemos

1
u = cos(lnz) = du=—sen(lnx) <;) dx
dv = dr = wv=u.

Por lo tanto,
/sen (Inz)dx = xsen(Inz) /cos (Inz)d
= zsen(Inx) — {x cos (In ) / —sen (Inx)) d:ﬂ]
= z[sen(Inz) — cos (Inzx)] — /sen (Inx)dx.
De esta manera,
2 / sen (Inz)dr = x [sen (Inz) — cos (Inz)],
de modo que

/sen (Inz)de = g [sen (Inz) — cos (Inz)] + C.

(n) / eV da.

Primero proponemos la sustitucion ¢y = /. Se tiene

/eﬁdx:/ey@y)dy:Z/yeydy.

Esta tltima se integra por partes. Para ello, proponemos

Por lo tanto,

u =y = du=dy
dv = eYdy = wv=¢e".

Por lo tanto,

/eﬁd:c = 2/yeydy:2{yey—/eydy} =2[ye’ —e’|+C

= 2(y—-De!+C=2(Va—1) eV +C.
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(0) /cos(\/E) dx.

Primero proponemos la sustitucién y = y/z. Se tiene
y=+r = x:y2 — dx =2ydy.

Por lo tanto,
/cos (\/5) dx = Q/ycosy dy.
Esta tltima se integra por partes. Para ello, proponemos

u =y = du=dy
dv = cosydy =— v=seny.

Por lo tanto,

/cos (\/5) dxz?/ycosy dy =2 [y seny—/seny dy] = 2y seny+2cosy+C.

n ,ax

1" n
(a) Hay que demostrar [ 2"e" dx = — — [ 2" 'e" dx, para toda a # 0.
a a
Proponemos
u = 2" = du=ns""'dz
1
dv = e"dxr = v=—-e".
a

Por lo tanto,

n ,axr 1 n _,axr
/x”e“"” do = a —/ <—€az> (nan) dr = re ﬁ/xnle‘” dx.
a a a a
(b)

/x?’ez dr = %" — 3/:626‘” dr = r3e* — 3 <x2e"” — 2/xe‘” d:z:)
= 2%e® — 3z%e” 4+ 6/xe‘” dr = 23e® — 322" + 6 (:cez — /e‘” d:c)

= 23" — 3z%e” + 6xe” — 6e” + C.

z+4
A Y
(2) /x2+5x+6 v

Proponemos
x+4 B x+4 A n B
22 +5r+6  (r+2)(x+3) z+2 x+3
 A@+3)+B(r+2) (A+B)r+(3A+2DB)
(x +2) (z+3) (x +2)(z+3) ’
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de donde

A+B =1
3A+2B = 4.

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=2y B=-1,

por lo que
x+4 2 1

2 +b5r+6 z+2 243

Por lo tanto,

/SL’+4 dx—/ 2_1 dx_2/dx_/dx
22452 +6 N r+2 x+3 n x4+ 2 x+3

= 2lnjz+2|—Injz+ 3|+ C.

1
(b) / G @) o

Proponemos
1 A +Bx+C’_A(x2+1)+(Bx+C)(:c+1)
(x+1) (22 +1) Al 22 1N (x4 1) (22 +1)
_ (A+B)z*+ (B+C)z+ (A+0)
(x+1)(22+1) ’
de donde
A+ B =
B+C =0
A+C = 1

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=C=1/2y B=-1/2,

por lo que
1 1

(x+1)(z24+1) z+1 2241

Por lo tanto,

1 12  —to+l
do = 2° 2 ) g
/<a:+1><x2+1> ) /<x+1+ a:2+1) ’
B }/ dx _}/ €T d:n+}/ dx
2 ) x+1 2] 2241 2] 2241

1 1 1
= §ln|:c+1|—Zln}x2+1‘+§tan’1(az)+a
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(c) /ﬁ dzx.

Proponemos
r A N B Al@-1)+B Ax+(B-A)
-1 o-1 @—17  (a-1) (w—17
de donde
A =1
B—A = 0.

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=B=1,

por lo que

Por lo tanto,

=/@fU2M7:(/(xif+@jnadx:/x?l+/@fif

1
e ~1] - —=+€.
x_

@)/ﬁégdx

Proponemos
1 _ 1 _é+£+ C  Az(l1-2)+B(l—1x)+Ca?
2—23  22(l—-2) =z 22 1-—2 x?(1—x)
_(C-A)a*+(A-B)z+B
B 22 (1 — ) ’
de donde
C—-—A =
A-B =0
B = 1.

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=B=C=1,

por lo que
1 1 1 1

22— r 22 1—zx
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Por lo tanto,

1 1 1 1
——dr = —+=+—d
/SL’2—£L’3 v /(x+x2+1—x) v

(e) /xfj ] dzx.

Primero reducimos la fracciéon impropia en el integrando, quedando

x? 1
x2—1 2 -1
De este modo,
2 1
/ ;U dx—/( )d:c.
4 —1 2-1
Proponemos
1 A N B Al-1)+B(x+1)
2—1 z24+1 a-1  (z+1)(z—1)
_ (A+B)z+(B—-A)
- (x+1)(z—=1)
de donde
A+B = 0
B—A = 1.

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=-1/2 y B=1/2,
de modo que

12 N 1/2
22—1  z4+1 z-1
Por lo tanto,

/x;cild:c - /< )dx_/<1—;fl+;£2l) dz
- /dx__/:ﬁ—l 1/xd—x1

= x——1n|x+1|+—ln|:v—1|—|—0
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-2 +1

22—z

dz.

o [

Primero reducimos la fraccién impropia en el integrando, quedando

-2 41 N 1
—_— == )
T2 —x 22—z
De este modo,
32241 1
/u de = / T+ dx.
T2 —x 2 —x
Proponemos
1 1 A B
-z  wx—-1 z x-1
 A@-1)+Br (A+B)z—-A
B r(r—1) x(@-1)
de donde
A+B = 0
—A 1.
Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene
A=-1yB=1,
de modo que
1 11
22—z r x—1

Por lo tanto,

/

2 —a?+1

2 —z

dx

2t a2 -1

dzx.
3+

© |

1

T

+

/(:c—i— )d:c:/(x_
/jd:ﬁ—/ +/ 4

r—1
In|z|+In|z -1+ C.

2 —x
dx
T

2

1
r—1

Primero reducimos la fracciéon impropia en el integrando, quedando

rt 42?1 1 1
— = - =r— ————.
3+ 3+ x (2?2 +1)
De este modo,
42?1 1
/x e dx:/ r———-—| dz.
3+ x (2?2 +1)
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Proponemos

1 A Ba+C A@+ D+ Br+0O)x
r(x2+1) oz 2241 x (2?2 +1)
_ (A+B)z*+Cz+ A
B x(x?2+1) ’
de donde

A+B =0
C =0
A = 1L

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=1 B=—-1y(C=0,

por lo que
1 1 —x

z(x?+41) - x+932+1'
Por lo tanto,

[=me - [ )= G

= /xdx—/@—i- z dx
T 2 +1

.T2

1
= E—1n|a:|—|—§1n(a:2+1)—|—(].

In ZL‘
@ [=d
Se propone la sustitucion 4 = Inz. Se tiene

1
u=Ilnr — duz;d:v.

Por lo tanto,

T

—T

+:c2+1

1 2 Inz)? 1
/de—/udu:u—jLC:(nx) +C==In*z+C.

2 2 2

Nota: también puede utilizarse una integracién por partes.
Inz
(b) / — duz.

Se integra por partes. Para ello, proponemos

1
T
1 1
dv = —2dx — = ——.
T T
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Por lo tanto,

ln—xdx = —llnx—/ 1 1 dx:—lln:cqt/idx
J;2 T T €T x ..'1:2

1 1
= ——lnz——-—+C.
x x

14+cos?2x

(c) /—senx dx

Se propone la sustituciéon u = sen x. Se tiene

u=-cosr =— du=—senx dx.
Por lo tanto,
d
/ﬂd:c:—/ “ =—tan 'u+C = —tan ' (cosz) + C.
1+ cos?x 1+ wu?

1
(d) /1+cosx dr.

Se utilizan procedimientos algebraicos e identidades trigonométricas:

1 1 1 —cosz 1—cosz 1—cosz
——dzx = dr= | ————dr = | ———— dx
1+ cosz 1+cosz \1—cosz 1 —cos2z sen2x

= /[csc2x—cscxcotx} dr = —cotz +cscx + C.

(e) /ln (1+2?) dx.

Se integra por partes. Para ello, proponemos

2z

172 dx

u = In (1 + x2) = du=
dv = dr = wv=uzx.
Por lo tanto,

2

2 _ 2\ z
/ln(1+:c) de = xln(1+:c) 2/1+x2d:c

— 2\ _ _ 1
= zln(1+2%) 2/(1 1+x2)d:c

= zln(1+2%) — 22+ 2tan" (z) + C.

x dx
0 [+
zt+1
Se integra por sustitucién. Para ello, primero nota que
/ rdr / x dx
41 (22)> +1
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Sea u = 2. Se tiene

u=12> = du=2zdx.

Por lo tanto,

xr dr 1 2x dx 1 du 1. 1 i,
/x4—|-1 2/(:62)2+1 2/u2+1 g (w)+C g vt (%) +C

or — 3
() /x2—2x—3dx'

Se integra por fracciones parciales. Para ello, proponemos

or — 3 B S5r — 3 A n B
2-2r-3  (r+1)(x-3) z+1 x-3
_ A@-3)+B(x+1) (A+B)x+(-3A+B)
(x+1)(x—3) (x+1)(x—3) ’
de donde
A+B =5
-3A+B = -3.

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=2y B =3,

por lo que
S50 -3 2 3

x2—2x—3_x+1+x—3‘

Por lo tanto,

or — 3 2 3 dx dx
/:c2—2:c—3 ’ /<x+1+x—3) v /:c+1+ /:c—?)

= 2In|z+1|+3Injz—-3|+C.

dx
(h) [ — NG
Se integra por sustituciéon. Para ello, nota que
dz
T — f Va(Ve—1)

Sea u = y/x — 1. Se tiene

u=+vr—-1 = du=—=dux.

Por lo tanto,

1
x—\/_ Vo —1

1 du
<2ﬁ) dx—2/?—21n\u|+C—2ln‘\/§—1‘+C.
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(i) /sen‘l (z) dz.
Se integra por partes. Para ello, proponemos

dx
V1— 22

u = sen () = du=
dv = dr — wv=nu.

Por lo tanto,

/sen_l () dv = xsen ' (2) —/\/% dx
= xsen ' (z) +V1—a22+C.
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CALCULO III
TAREA 7 - SOLUCIONES
FORMAS INDETERMINADAS. REGLA DE L HOPITAL
(Tema 2.1)

(a)
. T—2 1 .. 1 1
lm —— =lim — = —.
r—2 .fl:2—4 r—2 23} 4

(b) Aqui no se aplica la regla de L "Hopital, ya que el limite no es del tipo %, sino %.

Se tiene
r—3 3-3 0

lim —=0.

3¥F—1, .. 3*In3 In3
= lim = —.
z—0 22 —1 20 22In2 1In?2

2
3 V. tan (37) L 3 lim 3sec? (3x) :_%

z—0 22 z—0 4x 4 z—0 T 4 z—0 1

tsent 1 .. tcost+ sent .. —tsent+ cost + cost
im ——— =lim ———— = lim =2
t—0 1 —cost t—0 sent t—0 cost

lim (3——1>zlim3 _1élim3 in3:1n3.

r—0 a5 —0

—a

(g) Aqui no se aplica la regla de L “Hopital, ya que el limite no es del tipo %, sino —*.
Se tiene
Var+a? —a var+z2—a

im —=-00 ¥y lim —— =o0.
z—0+ T z—0— xT

lim

z—0

lim

z—0

fox\/1+sentdt L %fox\/lesentdt i V1+senx _
T 1

z—0 1 o

T —2 z -
fQI R A [64 L dt] C 4etm 22 et dt + elr ¢~ (20)° —d(d2 )
= = lim = lim L
r—1 x—1 rz—1 1 r—1 1

2
= lim [464"” / et dt + 9eie—4e?
2

r—1

2
— 464/ e dt 2t =0+2=2.
2
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. x—8x% .. 1—16z 1 .. 16 2
lim ——— = lim =lm|(— ) =—-.
z—oo 12224+ 5  z—oo 24z T—00 24 3
(k)
100 1 99 1 98 1
lim T L g 20007 Ly, QOO ONTT L L4y 99y (1) <1im —) = 0.
r—oo e~r T—00 ez T—00 ez r—oo er
0
) 1/10 9/10
1/10) z— 1 1
limx élimw:—' L:—limxl/w:oo.
z—oo Inux T—00 1/z 10 a=00 2:9/10 10 z—o0
(m)
In (2% +2x) 1 2 z (22 4 2) 2042 2
lim ———% = lim Iiw:limizlim = lim - = 2.
(v -
| z=+Inz
el lnx(lrrl;;) = xl—%lo - llﬁ A xh—{:glo [(@lnz) (14 Inz)] = oo.
(0 2
2 2
lim (x2e’x) = lim rL lim £ L Iim — =0
T—00 T—00 € T—00 € r—oo e7¥
(p) y y ,
az T (_1
lim (:cel/x) = lim L lim w — lim eY* = 00.
z—0+ RN A S z—0+
(a) o
lim (ze V%) = lim “— = oo,
L Ry
—_———
no se usa L’Hopital
(r)
In (14 3/2) T 3
n T T .
lim [rin(L+3/r)] = Jim === £ lim 2 = lim g =3
(s)
In(14e® — 1
lim [ez In (1+e*"”)} = lim lm] L \im -lfe = lim —1.
T—00 T—00 e~ T—00 —€ z—oo 1 + e %
) | 1/ 1
. 2 T nr L ;. x T 2
Jim (FInw) = lim o = Jim ey =y im0
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(u) Aqui no se aplica la regla de L."Hopital, ya que el limite no es del tipo 0 - 0o, sino

00 - 00. Se tiene

lim (x2 lnx) = 0.

(v)
: . x
lim [Inz —In(senz)] = lim In ( )
z—0t z—0t senx
= ln(lim < )é1n<lim L ):ml:o
z—0t Senx z—0t COSXT
(w)
lim [In(2z) —In(z+1)] = lim In 20
= In|( lim 20 L lim 2 =In2.

(x) Aqui no se aplica la regla de L”
sino oo — (. Se tiene

Hopital, ya que el limite no es del tipo co — oo,

2 2
lim [In(22) —In(x+1)] = lim In =In | lim =1In(0) = —o0.
2. Utilizando la regla de L’Hopital:

. cotx .. —csc?r CSCT [ .. —cscxrcota . cotz
lim = lim —— = lim = lim — = lim .
z—0t CScx z—0+t —cscxcotxr  z—0t cotx  z—o0t —csc?x z—0t CSCX

———
limite original
Utilizando identidades trigonométricas:
cotx cos x/senx
lim = lim (cosw/senz) = lim (cosz)=1.
e—0t cscx  a—0t (1/senx) 2—0+

DE.©2013, Lorena Zogab

3. (a)
. 2/ . 2
. y 2/ lim Inzx lim Inz _
hm+ 2* = hm+ R = ex—ot [2n<] =e =0
z—0 z—0
(b)
o li 1 1/(x—1) li 1 1
lim 2Y@D = lim eV =t = o1t [ 0]
z—1t z—1t
lim 1oz L lim yl—g“
= ez—1t = ee—1t =e.
(c)
. 1 . 1/z lim In(lnz)Y/* lim [iIn(lnz
lim (Inz)"/" lim eln(na)/s _ Jlim n(ne)'* - lim [ in(na)
T—00 T—00
1/x
lim 2002 7o gy, (5z) lim —L—
e ez —oo z —= @er—o© 1 — er—oo zlnz — 60 f— 1
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. . 1/Inx lim Ingl/ne lim |+ Inz .
lim /™% = lim ™® = ez—o0 = ez—o0 [mzme] _ lim e! =e.
£—00 £—00 Z—00
no se usa L’Hopital
(e)
. . . Inz lim Inax® lim [zlnz]
lim =¥ = lim e = es—ot = ez—0
z—07F xz—0t
lim Aoz lim /=) lim
= ez—0t /) L ez—0t (=1/22) e z—0t  — 60 =1
(f)
. 1/x : 1 T
. 1 . A1/ lim In(e*+z) lim |- In(e®+z)
lim (" +2)"* = lim ™+ = oot = ez—0F . ]
z—07t z—07t
z exj:l
lim 7ln(ez+z) lim —ezl'H” lim :zii 2
— exﬂ0+ — eacHO"' ey e;cﬂOJr = e".
()
] 1/3x . 1
. 1/(3 . 1/3z lim In(1+2z) lim |- In(14-27)
lim (1+ 2z) [B2)  _ iy (2P _ — ot [5: ]
z—07t z—0t
2
lim n0t2) lim
— easot %@ L TGy T3 23
(h)
) 1/(2Inz) / In(14-22) Y/ (1n2) lim In(1+42z)'/(21n2) lim [# ln(1+2x)]
lim (14 2z) = lim e = ev—oo = ge—oo L2InE
T—00 T—00
2
. In(142a) . T . o o1
_ plm EERE Lt B lm oo L lm o o
(i)
: 1/(21lnx)
. 1/(21 . 1/(2ln) lim - (1+2z)
lim (1+22)Y@22 = Jim 0+2) = er—0t
x—0+ z—0+t
lim [5i= In(1+2z lim n(42) 0
= ez—0t [21nz ( )] = ez—0t 2lnz —eg-o = 1.
no se usa L’Hopital
()
. 1 . T 1/x
lim (2 +1) /T = lim @Y
2—00 £—00
_ edm @Y lim [ (4]
. 2% In(2)
lim 2D g gy 2T
. 2% In(2) - 2%1n(2)In(2)
= emlggo 27+1 é emli{noo 2% 1n(2)

el In(2) _ en@ _ 9

7

DE.©2013, Lorena Zogab



= lim (xl_“ lnx) =Inx.

t t
lim A (1+7/k) = A lim [(1+r/k)ﬂ :Ao[hm (1+r/k:)k]

:AO[

k—o0

k—o00

In(1tr/k)E t lim In(1+r/k)" ¢
”/)}:Ao eh _

Calculemos por separado klim In(1+7/k)":

In(1+r/k) L L n(1+r/k)

. koo = lim ————= =
Jm I (14r/k) = Jlim [kl (14 r/k) = lim ==y i L (1/k)
(—r/k2>
iy OB 4

Koo (—1/k2)

Por lo tanto,

Tim Ay (14 r/k)" = 4y [ k

t—0t t—0t

1=1

—= et~>0+

n(clx’i+--~+cn:rfl)
t

1
Nota que lim
t—0+

L’Hopital,

fim In(cizl + - + c,at)

" 1/t
lim (Z cmf) = lim (qaf+ -+ ca2h)

t—0t+ t

Por lo tanto,

n 1/t . ln(c1x§+---+cnm%)
hm+ E CiT; = et—ot
t—0
- i=1
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= fm g

t
im In(14r/k)*
Lool (1+r/k) :| _ AO (er)t — Aoert.

1/t . o )1/t
/ — lim eln(clzl-l— +cn:r:n)

t—0t

t

( t t )
\ 1/t . In c111+---+cnz,
lim ln(clx’i—i-n-—l—cnzﬁL) / lim o

= et~>0+

es del tipo g, ya que ¢; + ... + ¢, = 1. Usando la regla de

cxilnz + ...+ ezt Inx,
cxl + ..+ et

lim
t—0+ 1
colnzy + ...+ ¢, Inx,

cL+ ... +c¢y
colnxy+...4+¢,Inx,

1

Inz* + ... +lnzy

c1 c
ln(xl [N .xn’l>_

n
(&

_ 6ln(zll ..... Cn) l’il ‘‘‘‘ x.gn — szcz



7. Sea f (o,v) =

S=

L 1 ﬁ 1—1/0’
[(fyhlﬁ +c > }

1-1/o

v

1
1-3

(a) Por simplicidad, definimos z(v) = (fyhl’% +c )%1 , con x> 0. Asf,

f B xl—l/U
C1-1/0
. (. 1 :
La transformacién monoténica y (o,v) = f (o,v) — =1/ se convierte en
—1/o
1 xl—l/a 1 xl—l/a -1

Y= TG TS 10 1o1)e

De esta manera,

1-1/0 _ 1 d (,1-1/o _ 1 1-1/o 1 1/02
lim y = lim ZE’— é lim dad(x ) — lim x ( Ilil;) ( /U )
o—1 o—1 1—1/0 o=l = (1—-1/0) o—1 (1/0?)
= lim (xl_l/U lnx) =lInzx.
o—1

Nota que este resultado coincide con el del ejercicio 4. Por 1ltimo, sustituimos la
funcién z(v), de donde

v

>

L\ () ()
(b) La transformacién monoténica y (a,v) = (r)
~

1—

el

lim1 y(o,v) =In (’yhl_% +c

f(o,v) aqui es

e

4 = (ﬁ)(l_%)(ﬁ)f:< 1 )(1%)(5’1) {(vhliﬂ; ),ﬁl]ll/a

1-1/c
1 r 1 v 71-1/c
B 1_% 17% v—1
e )]

r v 1-1/o
1 y hl,; I 1 -1\ vt / Zlfl/‘7
= v C [
1-1/c [\1+~ 147 1—-1/c’

v

donde hemos definido, por simplicidad, z(v) = (ﬁr’—yhk% + ﬁck )%1 , con

el

z > 0. De esta manera,

. . S1-1/o 1 . 1-1/o
};El%y_zljlgl{l—l/a_l—l/a(zl}g}z) ’
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Calculemos por separado lin% z:
V—

1 = lim 1n<Lh1711+ 1 cl%> o
_1\ o1 L T
lim z(v) = lim T piig ¢ —e ’ 1+~ :
v—1 v—1 \ 1 —+ y 1 —+ y
Usando la regla de L’Hopital en el exponente, se tiene
1 -4
v In (th_% + c ”)
]_ _1 v—1 14y 1
lim In (thi + c ”) = lim 1 =
AN L+ vl (*55)
1 1
2 plg v
i ln(lﬂh +1+VC )
e 1-1/v
ﬁ%hlf%(1nh)(1/v2)+r1ﬂ{clf%(lnc)(l/vz)
v p1-1 -3
mh ’U+1 _'_ fyC
= lim
v—1 1/'[12
1 1
_ ﬁlnhjtmlnc _ ﬁlnh—l—mlnc
roa ol 1
Ly 1 $y
= In (hlﬂcﬁlv)
b 1
n(hAItrcl
lin% z(v) = el (h - 7) — T T
1 1 \1-1/o
lim y (0,v) = 7— s (hl—l%cllw>
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CALCULO III
TAREA 8 - SOLUCIONES
INTEGRALES IMPROPIAS

(Tema 2.2)
(a)
2 dx -2 47 1 1
— = 1 Pdr=lim |—| = lim |[————+—
Lo fetaee i [55] e | a]
S +( lim L)L
o 4(=2) a0 4at ) 64
~—_———
0
(b)
i LA hmf at :2lim[\/t—1}b:2lim[\/b—l—\/2—1
5 Vi—1 b—oo 5 /t—1 b—o0 2 b—oo

2 V6 T) e i
(e v71)

oo

Y

—Q

diverge.

b _ab
Bf ot dy = op® Z}H?O ﬁfy_a_l dy = afp” blirglo l—} = —f[“ lim l

1
= —BQ(JE& b—a) 8 3
—_—— —

3 b—oo

0 (a>0)
(d)
oo b b
Jetde = Jim [ e de = — Jim [7], = = fim [
1 | 1 n 1 1
A — — 1m — - — =
2 \b—oo €2b 2 2
0
(e)
0 0 0
[ we"?dz = lim [ ze™* dr = lim [2:667”/2 —4676/2}(1

= lim [(0—4) — (2ae"? — 4e?)]

1

ba

= —4-— 2( lim ae“/2> +4( lim e“/2) = —4.
0 (*?Hopital) X
1
* L’Hopital: i a/2) — | Ly
opitals - lim (") = lim = = Jim —rop =2 lin
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o0 d b d
zthfx = Jm J li/;=b11rglo[lnllnxl]3=blir£10[1n|1nb|—1n|1n2|]
= In (bhm |1nb|) —In[ln2[ =00 .. diverge.
(h)
oo 6—6 do ) b 6—6 do . .
[ e = Jm [y == Jim i+

= —lim |Iln 1-|-l —In2| = —1In | lim 1—|—l +1n2
b—oo eb b—o00 eb
———
1
= —Inl +In2=1In2.

~~
0

b

oo dx i dx i 1 3
f —_— = hm N - T = hm - — dl'

1 1N ~~ -~

fracciones parciales

= blim [In |z — In |3z + 1|)}

= blim Mo —In|3b+ 1| —In|l|+1n|4]] (b>0)

. b ) b 4
N——
1/3 (* L Hopital)

1 1
* L’Hopital: blim ?J)—il = blim 33
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(1)
o0 dx 9 dx o0 dx
_{O 242 +2 _{o :L’2+2x+2+‘0[:c2+2:c+2

0 dz b dx

= lim ————+ lm | ————
w—oof( +1)2+1 bﬂw{(x+1)2+1

= lim [tan™'(z+1 } + lim [tan™" (z + 1)}2

a——00

= lim [tan™ an~ (a +1)] + blijgO [tan™" (b+1) — tan~" (1)]

a——00

= (1)~ lim tan"'(a+1)+ blim tan™* (b+ 1) —tan~* (1)

a——00

= —< lim tan~"' (a + 1)) + (blim tan~' (b + 1)) =

_;rr/g m/2

J/

= 4—(lim m):

a—2t

~
0

2 b
f Lz = lim f 1 lim {L}
“3 (6 +3t) b——2- 3 (6 + 3t) 3b—-2- |[6+3t]_,

B € lim { ! + 1]
3 b—>—2- 6“—36

= —1( lim ;> 1 =o0 .. diverge.
3 \b—-2- 6+361 9 .

-~
—00

Método 2 (con cambio de variable):
Sea u = 6 + 3t. Se tiene

u=6+3t = du=3dt, u(—3)=-3, u(—-2)=0.

Por lo tanto,

2 10 1 b 1 11°
fLQ = —fd—Z:—lim d—Z:—hm[——]
3 (6 4 3t) 3% u 3 b-0- Y5 u b—0- | ul
1 1 1
= — lim |[——— =
3bvs0-| b 3
1 1 1
= -3 <b1_i>%1 6) —9=® diverge
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()

1/In2 _—1/z 1/n2 —1/z .
¢ 5 dr = lim f ¢ 5 dr = lim [6_1/’”]1/1 2= lim [e‘lw—e_l/“}
0 x a—0t 3 z a—0+ e a—0+
1 AN
- eln2 o <alfgl+ € / ) - 5
N —
0
(d)
1 . 1 . 72 72 1
Of:cln:c dr = alirél+ afa:ln:c d:c:alir(r)l+ [Elnx—z}
) 1 1 a? a?
- [(5 Q- z) - (5“‘2)]
1 1 1
— _Z — = a]i%a (a2lna) + Z alir(l]1+ a2=_Z=
0 (* L Hopital) 0
: : . Almnayr_ ., 1/a 1
9 . 2 _ e _ 2 _
" Uopital: liy (o*in) = lig 7 & lip () = =3ty o -
(e)
2 541 b s+1 lb s b 1 }
ds = lim ds = lim ds + ds
of V4 — s? b2~ Of V4 — s? b—2- of 4—s? of V4 — s?
b b
= — lim [\/4—82] + lim [sen’I (§>]
b—2— 0 b—2— 2 0
b
A 12 : N _ -1
= bligl_ [\/4 b 2] —I—blig{ [sen <2) sert) 0
b
= —(limvV4—0|+2+( lim sen ! (= :2+z.
b—2— b—2— 2 2
o /2
()
8 dx 0 dx 8 dx
flxl/s - fxl/S ofm
b dx & dr 3 5/31b
T ar ar 9 .. /3 2/3
= Jm St im [ =g i PP g T [,
= 2 lim [bZ/?’ (—1)2/3} +2 lim [8%/% — 0%/3]
b—0— a—0t
3 12 3 9
= Z(lim 3 ) -+ = —Z( lim o*3®) =2
2(&%1 ) 2" 2 2(ai]%l+ ¢ 2
———
0 0
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L dx O dr Ldx
= = R =
—1 —1 0
b dx L dx 1 11° 1
— 1 @ @er_ 2 =
blrélf_‘/;;x5+alo+f 5 4b1%1{x4}1

€ dx L du O du L du
5 = J5=/5+]—3
1 z(lnx) SLu S u u

1 11° 1
= lim f — 4+ lim f d_u = lim l——} + lim l——
— —1 a u U -1

a—0t

C—
B

|
=

Il

o .
—_

|

8

_|_
H%w
8

|

—_

b 2
= lim f dz + lim f dr

=17 o V1—a a1t Vo -1

— 2 lim [VT—2],+2 lim [Vo—1]’

b—1— a—1"+

a

2u?

diverge.

= 2 2im [VI=b—1]+2 lm [1-Va—1]

b—1-— a—17t

) -

J/

= —2<blim V1 —b) —|—2—|—2—2(lim+ va—1
— 1= a—1
0 0
(a) Efectuando el cambio de variable u = Inz se obtiene
1 .
Coa a | 1oy S Pl
1z (Inz)? :bfﬁ -
diverge, si p>1
(b) Efectuando el cambio de variable u = Inx se obtiene
79 dr 70@ B di\ierge, si p<1,
> x(nx)’  § w o1 si p>1.
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4. (a) Si f es par entonces f (—z) = f(x).

Partimos de

_70 f () dx:_fq f(x) d$+Zfof(:c) dz.

Ahora reescribimos ffoo f (z) dz.Paraello, utilizamos el hecho de que f (—z) = f(z)
e introducimos el cambio de variable u = —z, de modo que

0

I f@yde= [ 7 o= [ ) (i) =

f(u) du.

De esta manera,

(e e]

jfo /() dxz;ff(u) du + ;[of(x) de =2 [ f(z) du.

0

J/

Vv
son iguales

(b) Si f es impar entonces f (—z) = —f (x).

Partimos de

[t do= [ fw)dos @)

Ahora reescribimos ffoo f () dx.Paraello, utilizamos el hecho de que — f (—z) = f (2)
e introducimos el cambio de variable © = —z, de modo que
0 0 0 o0
J f@)de=—[ f(-2) dv=—[f(u) (=du) =—[ f(u) du.
—00 —00 oo 0

De esta manera,

oo

—[ f(w) du+ [ f(z) dz=0.
0 0
son ?g,iales

7? f(z) de =
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5. Sea f(x) = \/LQ_We_lj/Z en (—oo,00), con [~ f(z) dz =1. Como f(z) = f(—=x),

por lo tanto f es una funcién par.

1 -2
2n
0 x
(a) Calculemos la media p = [ zf(z) dx. Sabemos que
oo 0 00
p= [ xf(x)de= [ af (x) do+ [ «f () dz.
e oo 0
Ahora reescribimos ffoo xf (z) dz.Paraello, utilizamos el hecho de que f (—z) = f(z)
e introducimos el cambio de variable ©w = —z, de modo que
0 0 0 0 0
[ zf(z) de= [ af (—z) de = [ (=u)f(u) (=du) = [ uf (u) du=—[ uf (u) du.
—0 —0c0 e o0 0

De esta manera,
(o 0]

uz—{uf(u) du—l—:foxf(:c) dz = 0.

(0.9} o0 2
(b) Calculemos la varianza o® = [ a*f(z) dz — (f zf (v) dx) . Tomando en

—00 —00

cuenta el inciso anterior (1 = 0), se tiene

02:_70 22 f (z) dv — (_70 xf () d:z:) :_70 22 f (z) dx—/f:_}o 22 f (z) du.

Partiendo la integral resultante, se tiene

o? = fo 22 f (2) dx—ir}onf(a:) dx.
0

Ahora reescribimos ffoo 22 f (z) dx. Paraello, utilizamos el hecho de que f (—z) = f (z)
e introducimos el cambio de variable © = —z, de modo que
0 0 0 o0
[ e @) do= [ 2f(~2) do= [ (=) f () (~du) = | 2f (u) du.
—00 —00 [o¢] 0

De esta manera,

o? = T)fo(x) d:ﬁz}oqu(u) du+70x2f(x) dx =2 Tfo(x) dzx.
S 0 0 0
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Por 1ltimo, calculamos la integral resultante:

o0 b 2 b .
o = 2 [22f (x) do =2 blim [a2f (2) de = —— lim [ 2% /% da
0 —00

\V2m b—oo 0

2 b 2 b b
= e (o) dom i ([ o]
N——

vV 21 b—oo 0 M 0
dv
2 2 1 2 © 1 2
= ————(1lim be® /2> + 2 e 2y = e 2dy = 1.
V2T (bﬂoo { 27 _{o V2T

kT 7 H >
0 (*L’Hopital) 1 (ver enunciado)

L 1

) : . : —b%2/2 __ q: _
* L’Hopital: l}irglo be = bhjgo i blirglo ke 0.
1 _
6. Sea f (z) = —e~*/% en [0, 00), con a > 0.
a
(a)
Tf(x) dr = E lim fe_z/“ dx 4 lim [—ae‘x/“}b = — lim [e‘x/“}b
0 a b—oo | a b—oo 0 b—o0 0
1
_ ; —b/a _ g _
= _z}g?o[e / —1] ——(blirgo m) +1=1.
N —
0 (a>0)
(b)
701‘f (r) de = - lim fbxe_x/“ dr = E lim [—axe‘z/“ — aQe_x/“}b
0 a b—oo a b—oo 0
: —x/a —z/a]? : —b/a —b/a
= blirgo[—:ve /e _ qe /}0:1,1520[(_66 /e — qe /)—(O—a)}
< I b . 1 B
= T o ) T e ) T
0 (*L’Hopital) 0 (a>0)
b 1 1
* 10 : . : 2N —
L’Hopital: blirgo e blir?o %eb/a =0
[ (x—a)f(z)de=[af(zx)dr—a [ f(z) dv=a—a(l)=0.
0 0 0 1
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2(1,3 —x/a]o

o0 1 b 1
[2*f(z) dv = = lim [z " dr=— lim [—az’e ™" — 2a°ze "/
0 a b—oo 0 a b—oo
= blim [—:L’Qe_x/“ — 2axe™* — 2q%¢ _5"’/“]0
= lim [(—b2e’b/“ — 2abe b — 2a2e*b/“) + 2a2}
b—o00
b? b 1 9 9
= (JEEO eb—/) (JEEO eb—/) - 207 (JEEO eb—/) 207 = 2a".
0(*L’ Hop1tal) 0 (** L’ Hop1tal) 0 (a>0)
b? 2b 2
* L'Hopital: blirgo /e L blg?o _eb/a L bl_)rglo m
1
K L’Hopital: hm b—/ bhm W =0.
b—oo € —00 =@ a

= [2%f(2) a:—Qafxfx ) de+a[ f
e ~ - ~ .
2a2 a

. Observa que

00 e—z/4 1 o
m(t) _ f eta: ( ) dr = = f 6(t—1/4)x dl’,
0 4 479
por lo que se debe analizar por separado los casos t > 1/4y t < 1/4.
v y= e(ﬁl.’-ﬂ)x v
¥ = ellH
1
ol x ol x
t=114 £ <14

i) Sit > 1/4, entonces la integral diverge (ver figura de la izquierda).

1
i) Sit< 1 (figura de la derecha), entonces

b (-1 /a)z 1 (t—1/4)b
t) = = lim SR S g
m (1) 4bioo{ T A 1/4) o Of c
= ! lim | ]“71/4) —— lim [ (t=1/9b _ 1}
4t — 1500t 0 4t — 1 b=00
1 1 1
_ lim et-1/9b > _ _ _
At 1\<bin§o ‘ T -1 1—4
(t<1/4)
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Concluimos entonces que

1

’1
G
I

1

e
~~

1

eVdy= [eVdy=lim [e?dy= lim [—e¥]

[e.o]

0

= lim [-e " +1] = —(

a—00

lim e~

a—0o0

0

1

a

0

J1=1

[e%9) b
I'a) = [y*le¥Vdy=lim [y* e ?dy
0

b—o0 0

b
= lim {[—yale‘y]g +(a=1)f y“’2e*ydy}
0

= —(lim bo‘_le’b>

b—o00
N

J/

TV
0 (* L Hopital)

a—1

* L’'Hopital: lim

b—oo e

L ..
= lim

b—o00

(c) Sabemos que I' (o) = (v — 1
) = 1 = o
re = 1.0(1) = 1-1
r@3) = 2.0'(2) = 2-1
r4 = 313 = 320
Por lo tanto,
I'(n)
9. _ Y e
. Sea f(y)—men[,m).

—, t<i
_) gp—d 1—4

diverge, t >

1
1

a—0o0

0

+(a—1) [y eVdy = (a—1)T (a—1).
0

(Oé = 1) b2 L

eb

J/

=1!

= 2!

= 3!, etc.
=(n-—1),

-~

I'(a—1)

L

(@—1)(a—2)-... (1)

... = lim

b—oo

(a) Efectuando el cambio de variable u = y/f3 se tiene

1

fy) dy= 5T (@)
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f ya—le—y/ﬁ dy =

0

90

1
' (a)

|

I(e)

eb

1

W le ™ du=——T

[ (a)

)T (o —1) y que I'(1) = 1. De esta manera,

() = 1.

=0.



(b) Efectuando el cambio de variable u = y//3 se tiene

T = 1 T a=1_-y/B — BT e
bfyf(?/)dy = Baf(a)bfy(y e )dy—rm)bfue du
BT (-1 - B
= — [ u“ eldu=——T(a+1) =«
R T'(a) L(,)_Z g
al'(«
¢) Efectuando el cambio de variable u = y// se tiene
(c) y/
[ v F ) dy = ! [y (y* e ¥P) dy = i [ ut e vdu
0 BT (a) I'(a) o
2 o) 2
_ St [t ety = ['(a+2)
F(O{) 0 F(Oé) N——
(a+1)l(a+1)
al'(a)
I'(a+1)
Q
= 62(Oé+].) W:a(a—l—l)BQ

10. La funcién de distribucién acumulada para la funcién de densidad f(x) = e~ 2%l es

T

x< 010 ¢
Si < 0, entonces
Fx(x) = [ e Vdt= [ dt= lim [e*dt= % lim [e*]”
— % GEIEIOO (€2z o 62(1) — %€2z
Si x > 0, entonces
0 T 0 T
Fx(x) = [ e Ddt+ [eMat= lim [e*dt+ [e?dt
—00 0 == 4 0
Ly e 2L ey L
- QGEIPOO[G }a 2[6 }0_2 2(6 1)_1 26 :

Por lo tanto,
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CALCULO III
TAREA 9 - SOLUCIONES
INTEGRACION MULTIPLE
(Temas 3.1-3.7)

(a)

30
[ (932y—2xy) dydr =
0 —1

]

(:U2 — 233) [O; — ﬂ] dx = <—%) j (:U2 — 21‘) dx
1
2

[ F 2002 2] 2 ¢ 3/2 a2
[ [ 2z/2? +ydedy = f—[(x + ) } dy== /[ [(y+1) —y ]dy
00 0o 3 39
_ Z Z 5/2|° _ 5/213
- 3{5[(‘“1) Jo=5 7"
A e 4 o5 4 _ a5/2
B 15[4\3; 1] 15[3 ] 15[31 77
(c)
In3 In2 In3 In2 In3
[ [ dyde = [ e [ e dyde= [ e* [ey]én2 dx
0 0 0 0 0
"R 2z | _In2 0 3 2z L opqin3
= Ofe e \e/dxzofe dx:§[ }0
2 1
_ 1 2ln3 _ 0 } In 32 _1 11
_2[6 e}—Z[e 1]—2[9 1] =4.

11 1
[ [xe™ dyde = [ [e¥]y dv= [ [¢" —1]dz=[e"—a]y= (' —1) —e® =€ —2.
00 0

//((3I+1)2 —1)dA = bfl;fg [3% +2(37)] dydaz:bf 32 +2(37)] [yl dw
R

= 1n3bf (3** +2(3")) dz =1n3 {Tig:a?u%(?ﬁ) :

- [ - o) o)
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(c)
, 11tz " 1 1
//e‘” dA= [ [ € dydz= [ ¢€" [y]lid:c:f%ce‘”dx:[ex} =e—1
01—z 0 0 0
(d)
1 1 3y 1 1 3 y
= dxdy = Ydy =
//1+y2 P e o of(1+y2>”y I e ®
= [ln(1+y2)}é:ln2—ln1:1n2.
(e)
1 B 3 14z _3 1 1tz
//2x+x2 1f0f2+2dyd 1f2 +x2[]0 d
3 14a 13 2+2z 1 )
= 1f2x+x2 dx_élf2x+a:2 dx—a[ln(Zx—l—x)}
1 1 15 1
(a)
3
y=x-1
)
R
L -1 2 %
]
2 z—1 2 2721 1 2 1 9 1
[Py =f [%] ar=3 [ @-1pae—gle-v =g
1 0 1 0 23 6 6
(b)

£
[
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1 2—x 1 yg 2—z 1
[ [ zydyde = fx{;] dx [z[2—-2) -2 dx
—2 z2 -2 2 —2
1 2, .3 .5
= §£ [4z — 42% + 2° — 2°]
© |
3
SEE 4 R x=2¥
y=-x : /2
]
3 2y s 3 2y
[ [ ze” dady = [ e {
1 —y 1 —y
13 3 17 373
- - v gy — = |y
5 | o= ),
@ |
4 yp=vax2
\
0 2 %
) y=-4x2
2 i—a? 2 i 2
bf i a:dydx:bf:c[y]ﬂ/ﬁ? d:c:be:c\/él—xQd:c:—
)

94
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3

4

2
dv = |2 — S8+ 2 —

8

$6

12

3 (=]

1

-2

45

g

2 16

0

3



In8 Iny

[ [ " dady
0

1

0
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0 X
In8 Iny In8 1 In8 )
= el [ edady= [ e’[e"]y? dy= [ e | —1
o= P =Tl

= P -1 dy =y -1 — e = [(y—2) e

1
int. por partes

= (In8—2)e"® — (1 -2)e! =8In8— 16 +e.
8

v
* y=4-2x
R
2
0 ] x
1 4—2z 4 2—y/2
[ [ fay) dyde= [ [ f(x,y) dedy.
0 2 2 0
¥
I py=vI-x2
x=-N]-yl \xm\-i_}l
g y=0 1 o

Vi-y? 1 VIia?

[0 st =TT o) dya

N

o -1

95

dy



y
y=2-x
1 x=2-¥
R
- X
i i
g yv=x-2
x=1 x=y+2
2—x 0 y+2

12—y

[ F(ey) dyde = [ [ f(@0) dady+ [ [ f () drdy

"'%w

L-LI
s Y=x-2
“l x ¥y+2
x =4
R
2 1 *
9 ¥ =J:I -X
£ x=2-y
4 2-2 0 4 2 4
[ flzy) dyde = [ [ flx,y) dedy+ [ [ f(z,y) dedy.
2 272 227y 0 y+2
(e)
y
h y=e~
1 —]Il_}'
127 5
0 n2 g
In2 e % 1/2 1n2 1 —Iny
[ [ f(zy) dyde= [ [ f(x,y) dedy+ [ [ f(z,y) dedy.
0 0 0 0 12 0
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v
7 .
< x=2-y
y=2-x
b s
] et
V=3
x
/]
2 2—y T

f(xy)dxdy+fff:cy ) dxdy = foxy ) dydzx.

o .
Cft—
o .

R
U X
11 1 e
fff(xy)dydx+fffxy dyd:v—fff:vy dxdy.
00 1 Inz
(h)
%
r=p-l,p=1+tx
2
P Wb
x
0 1
x=l-yv,y=1-x
11 2 1 1 14z
[ ] [y dedy+ [ [ f(2,y) dedy= [ [ f(z,y) dyda.
01—y 1 y—-1 0 1—x
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0 4
4 2 3 2y 3 2 3 ) 2 32
of\/fiys"‘l vie = =]l d=fm
= [1n(y3+1)}(2):1n9—1n1:1n9.
(b)
y
X=y, y=x
i
x=y
R
g }'—ﬂ _gT r}’.’
11 2r 1 z 2r 1 21 1 £L’2
dxdy = dydxr = odr =2 d
{Jm3+1 w ‘()['(][.T3+1 ) Of:c3+1[y]0 g Of:c3+1x
2 2 2
e g[ln(x3+1)}é:§[ln2—ln1]:§ln2.
()
y
=1
I [
R PR
=) V=X :
.'C—'L'j !
.
0 I
11 1y 1 y? 1 .
[ | 4te™ dyde = [ [4y'e™ dody= [ 4y* [ ye™ dody = [ 4y° [e™]I"Y dy
0 ¥ 00 0 0 0
1 1
= f4y3[ey4—1}dy:[ey4—y4] =(e—-1)—(1-0)=e—2.
0 0
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I .1t 1

2 1] =gl
e
f— Ine —Inl | dz
Ly 0

— 1 ¢¢1 1 ¢1 1
= — — dyde = — [ = [In|y|] dz=—
/ ARi[ifo?J Y AR{ZU[ |yH1 Ap
1 1
= — [In|z|]]{=—[ne—1Inl]=— = )
el = e —lat) = - - —
(b)
0
e 3/x e
Ap=[ [ dydx = [
1 1/x 1
_ 1 63/1‘
f = — [ [ e¥dyde =
ARll/z
et —e . e—e e —e
= I In|z]]] = m (lne—1Inl) = 5
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'L=x2
R
1] i X
1 22 1 1 1 1
AR:ffdydx:fodx:—[333}0:—.
00 0 3 3
- 1 1 22 1 1 z2 1
f = — [ [32%" dyde = — [ 32% [ ze™ dydx = — [32°[e™])!Z, dx
Ar o o Aro 0 R Y
1 : 2 x3 1 3 31 e— 2
— A—Rbfi’)x [e —l}d:n—A—R[e —x]o— yy =3(e—2)
K
4
R
0 P f
14
Ap = [ [ dKdL = 4.
00
5 | R Y 152 3/24 16 & 1p
P = — L/*K'7“dKdL=— [ L -K dL = LY dL
ARE)[E)[ ARof {3 L SAR{(
———
16/3
_ 160200 82 8
34|37 |, 94z 9
——
2/3
(a)
y=+]-x2
R
1 V1—22 T 1 T 271 17 1
[ [ dyde= [ [rdrd6= [ ["’—} o == [do==[o]F ==
Z100 00 o L2]g 2% 2 2
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3 e
v=y0-x2
£
.3\/3 *
p="g-x2
3 V9—a2 27 3 2r 273 g 2 9
P ayde =T [ ravdo = | H a0 =2 Fao =2 2m) —on
-3 _\/9—z2 0 0 2 0 2 0 2
(c)
R x=0
—2\0 *
2 31/2 2 3m/2 T4 2 37/2
[ [ (@+y) dedy= [ [rPrdrdd= [ [—} dd =4 [ df=4n.
-2 _ 4—y2 m/2 0 w/2 4 0 w/2
(d)
I p=v71-x2
R
0 ] *
1 V1—=x2 9. o T/2 1 , w/2 1 ) 1
[ J e ) Qydy = [ [e T rdrdd= [ {——e_’"] df
0 0 00 0 2 0
B 1, 1™ (1, I\7m 7w(l-e)
—(—26 +2)0fd9—<2e 55 1
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¥
= % y=y]-x2
1
6= o
y=x
0 1 x
A2
1/V2 /1—z2 — /2 1 /2 L
[ ] eVTWdyde = [ [eTrdrdd= [ [—(r+1)e "], df
0 x w/4 0 w/4
/2 _o,—1
— (2 t1) [do= (20t 1)t o T2 L
/4 4 4
0 |
p=+]-x2 y=x
R
! x=1=rcosf
i '
1 x w/4 1/ cos@
[ [ 8axydyde = [ [ 8(rcosf) (rsenb) rdrdf
1/v/2 V1=z2 0 1

/4 ré 1/ cos6
= 8cos€sen9[ } de
0 4

1

/4 1 4
= bf2cos€sen€ <cos¢9) —1|db

/4 {2 sen @

- J

1 ) w/4
— 2 p—
sen 8 cos 9] do |:COS2¢9 }

o | cos?l 0
_ 2 (m/4) — L cos®

~ cos? (7r/4) + cos” (m/4) cos? (0) (0)

= 2+(1/f) —1—1:%.

(1/f)
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N 6
’ A sen B
e sole / y==6=rsend
R |
:
07| entra il =
6 y w/2 6/sen @ /2 3 6/sen 6
[ [xdedy = [ [ rcosOrdrdd = [ cosf [—] df
00 w/4 0 w/4 3 0
/2 63 216 m/2
= - cos@( 5 )d@z “— [ (senf)*cosf df
3 sen30 3
216 1 216 [ w2]'
N
3 1/v2 3 1/4/2
108
= =—36(1—2) = 36.
3 1/\/_
(h)
¥ v i g W
_ =R 2 sen g
9 —_—
e 0=6=—
] E s 5 4 x=1=rcosd P sale [ 3= 1= raend
o // sale R
// 2 S 19
/// Cos i - g & ;E
o , g R g 4 <
I X entra 7 X enira ] 3
11 /4 ?i(?:secé’ w/2 ?zezcscé’
[ [ dady = [ rdrdd+ | [ rdrdd
00 0 0 /4 0
/4 TQ sec /2 TQ cscl 1
= [ {—} do+ [ {—} df = = fsec 9d9—|—f csc? 0 df
0 2 0 w/4 2 0 2 w/4
1[t o/t — 1[ 0t 02 = = |tan = — tanQ £ — cot =
= — |tan an— —tan(Q| — = |cot — — cot —
2 2 /4T ) 4 =~ 4
1 ° 0 1
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x="V1-y2 : xZNm
R 1
g = r\y=\: = raend
Se=dm | fe=G N
Gt Ae
L 1, -
Sz 2
1 V12 3w /4 1 3m/4 271
P dway = [ vdrdo— | —} a6
1/\/5_,/1_y2 w/4 %csc@ w/4 _2 %CSC@
st/d T 0 1 sm/4
= [———05029}&9: —+—cot9}
/d 2 4 12 4 /4
37r+1 ; 3w T 1 t7r 1|:7T 1}
= —+-cot|{—)—==—-cot—=—=|=—1].
8 4 4 8 4 4 212
1 1
§)
y= J4-x2 y=x
=i alp|c
0 %21 2 2
1 T V2 =z 2 A—z2 w/4 2 w/4 7,,2 2
[ [ dyde+ [ [dyda+ [ [ dydx = [ [rdrdd= [ [—} do
1/VE Vi-a® ) 1 0 N 0 1 0 1
A B C
3 /4 3 /m\ 3
IR
2‘0[ 2 \4 8
(a)
0o x ) b x ) b 5 b 9
[ [e™ dyde = lim [ [e ™ dyde=lim [e ™™ [y]y de= lim [ze™ dx
0 0 b—oo 00 b—oo 0 b—oo 0
1 b 1 1
= —— lim [e‘xz} = —— lim (e_b2—1> = -
b—o00 0 b—oo 2
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C—=s
o
&
U
<
I
8
Il

b zx

lim ffe_xdydx—hm fe”” d:n—hm f:nex x
00
-

b—o0 b—o00 0
. b —b —b
= blirgo re~ }0 = bhj& [—be —e '+ 1}
b 1
= Iim — ) —(lm —|+1=1.
b—oo eb b—o0 eb
0 (*L 'Hopital) ?)r
) b 1
*L’Hopital: lim — = L jim = =0.

b—oo eb b—o00 eb

oo 0.4 0.4 oo 0.4 b
il Sre ™ dxdy = [ 5ze™ dydx =5 f lim [ ze ™ dydx
0 0.2 02 0 b—oo
—~—
Regién rectangular
04 T 04 .,
= —50£ blggo e y]y:o dx:—50j2 bhj& [e™ — 1] do
1 0.4
= -5 lim [——e‘bx—x}
b—o0 b 0.2

= 5< 1 1 +04—- L 1 023 =1
N binglo be0-4 bE& be0-2b ' o
—— ——

0 0
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o
0 = #
00 00 b c
[ [ xe ) dedy = lim [ lim [ ze e dxdy
00 b—oo 0 €™ N——

\__\/_/Integrando factorizable

Region Rectangular

b—oo c—00

b c
= |lm [ ge"dg {lim i e2ydy}
N 0

por partes

= lim [—xe’z—e_ﬂb lim [—lezy] :1.

éaoo (1 c—00 2 0 2
1 (ver 9b) ;/r2
© |
P=d
I
R
x=0
o - — e
0 ] *
L1 sen LY sen LY sen
[ [ ydydx = [ ydxdy. = lim [ yd:cdy
0 =z Yy 00 Yy int. impropia q—0t a 0

1
= lim [ (se;zy) 2]} dy = lim [ seny(y_o) dy

a—0t o Yy

1 1
_ ; _ [ 1
— alir& af senydy = [ senydy=[—-cosyl,

int. propia 0
= —cosl+cosO=1-—cosl.
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x =4 -y
, y=Ji-x
x=10 R :
: x
a| v=40 b 4
2 4—y2 2ye:13 4 \/H 2ye:13 b \/H 2yez
ofof4—l°dxdy = { { . dyd:c—bgrg{ of 4_xdyd:c
b T Vi—z b e
o L -
= blirf*of — { 2y dydx = lquof4_$[y}0 d
) b e 4 N
= bliri{ of _x(4—x) dx—liri{ fe dv = of e dx
- e
(8)
Y R
0 :a 1 *
0 1 64z 2 1 €4z 1 2z e43[: 1 2z 643[:
[ | —dedy+ [ [ —dady = [ [ —dydx—hm [ [ — dydx
=2 _y/2 0y/2 7 0 —2x a=0% 5 9p T
42: on 1 6
- ali%l* ;{‘_ —2 dv = ali>r(r)l+ ;{‘7
= ali%i af 4e* dx = f 4e* dx
= [6495};:6 — 1.
107

DE.©2013, Lorena Zogab



10.

11.

e~ (=*+07) dydr =

O%g
0%8

w/2 b )
rdrdd = [ <b1im e rdr) de
0 — 0

7T/2oo 5
[ e
0 O

7T/2 1 ) r=b 7r/2 1
J lim [——er} do = [ ——<lim e
0 b—o0 2 =0

1
b2 -
2 \b—oco > +

=]

0

o R
b \\
T T (i [
= rdrdf = (hm dr) df
o o (14727 o \b=e  (1472)°
b

e ee 1 e e 1 e ¢ 1 e
J ]| — dedydz = [ [ —[In|z[[jdydz = [ ~[In |y|]ydz = [In |z} = 1
111 TYz 11?/2\—\1/—’ 121
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12.

Paraboloide
z=d—x%-)7%

2 v
planoz =10
entra en sale en
- s

Las superficies 2 = 0 y z = 4 — 22 — y? se intersecan en 4 — 22 — 3% = 0, es decir,

:L’2+y2:4, con —2<x<2.

Por lo tanto, el volumen V' de la regiéon R estd dado por

=2 y=va—12 z=4—x%—y?
i 1 dzdydz.

V= )

r=—2 y=—+v4—z2
13.
z
3 porcion del plano
Y _ =z _
X+ = + z= 1
R
z 7
planoz=10

entra en sale en
y=0 & y=2-2x
i

x

z
Las superficies z =0y = + % + 3= 1 se intersecan en x + 5= 1, z,y > 0, es decir,

y=2—2x, con 0 <z <1.

Por lo tanto, el volumen V de la regiéon R estd dado por

r=1 y=2—2z z:373:137%y

V= Io i i 1 dzdydz.

y=0 z=0
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CALCULO III
TAREA 10
SUCESIONES - SOLUCIONES
(Temas 4.1-4.3)

1
1. (a) an = —
Se trata de 1 ,,11111_11111
e trata de la sucesion 1, o, oy, 7, 71, = L5 5, 500 1o
(b) a, =2+ (—1)".
Se trata de la sucesion 1,3,1,3,1, ...
2" 1
(C) an = on+1 - 5
11111
Se trata de 1 i6n =, =, =, =, =
e trata de la sucesién 5, 5, 2,5, 5,
1—n
(d) an = ng
1 2 3 4
Se trata de la sucesién O,—Z,—g,—1—6,—2—5,...
(e) apny1=(Mm+1)a,, a=1.
Como
a; = 1 = 1!
s = (1+1)(J,1 = 2a1 = = 2l
a3 = (2—|—1)CL2 = 3&2 = 3-2 = 3!
ay, = (3—|—1)a3 — 4&3 = 4-3-2 = 4!
as = (A+1ay = bay = 5-4-3-2 = 5l etc..
por lo tanto se trata de la sucesién 1!, 2! 3!, 4! 5! ... =1,2,6,24,120, ...
(f) CLTH_Q:%, CL1:2, 0/2:_]_.
Como
a; = 2
(05} = —1
P B Gl B
ap 2
as (—1/2) 1
a4 = — = = —
ag (—1) 2
a4 (1/2)
= — = = -1, etc...
as o —1/2) , etc
. 11
por lo tanto se trata de la sucesién 2, —1, —3 1,

2. (a) 1,-1,1,-1,1,..
Una posible respuesta es a, = (—1)"*", n > 1.
(b) —1,1,-1,1,—1...
Una posible respuesta es a,, = (—1)", n > 1.

110

DE.©2013, Lorena Zogab



()

()
()
(f)
()

(h)

it
491625

a1 1
Una posible respuesta es a,, = (—1) + —,n>1
n

~3,-2,-1,0,1,2, ...

Una posible respuesta es a,, =n —4, n > 1.
1,-3,5,-7,9,—11, ...

Una posible respuesta es a,, = (—1)""" (2n — 1), n > 1.

2,6,10, 14, 18, ...

Una posible respuesta es a, =2(2n — 1) =4n —2,n > 1.
1,0,1,0,1,0, ...

Una posible respuesta es a,, = 5 (1+ (—1)”+1) i ( 5 ) ,n>1

0,1,1,2,2,3,3,4,4,5,5, ...

Una posible respuesta es a,, = 3 <n — %) ,n>0.

n
Otra respuesta puede ser a,, = n — L§J ,n >0, en donde |z] es la "funcién piso"

de = (mayor entero menor o igual que ).
a, = In(3e") — n.

lim a, = lim [In(3¢") —n] = lim In3+1Ine" —n] = lim In3+n—n] =1n3.

n—oo n—oo n—oo n—oo

senn
a, = )
n

Usaremos el teorema del séandwich:

-1 < senn<1

1 senn 1
- < <=
n n n
) 1 . senn ) 1
— lim ( — < hm( >§hm -
n—oo n n— o0 n n—oo n
0 < lim (Se”") <0
n—00 n
Por lo tanto,
lim a, = lim senn 0.
n—0o0 n—oo n
n n+1
a, = ((—1) +1)( - )

Aqui no se cumplen las hipétesis del teorema del séndwich. La sucesién no tiene
un limite, ya que

kE+1 2
k par — ak:2<i):2+— — lim a; =2
k k‘ k—o0
kimpar = a5 =0 = lim a; =0.

k—o0
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Por lo tanto,

lim a, no existe

n—oo

o q{an} diverge.

e ()

Podemos utilizar el teorema del valor absoluto:
Como

lim |a,|= lim = lim T =0,
n—oo n—oo n2 ]_ n—oo n, _|_ =
n

lim a, = lim <(—1)" i ) =0

n—o00 n—00 n2 —+ 1

Nota que en este ejemplo también puede utilizarse el teorema del sandwich.

e (2

Aqui no podemos utilizar el teorema del valor absoluto, ya que lim |a,| # 0.

por lo tanto

Tampoco se cumplen las hipétesis del teorema del sdandwich.
La sucesion no tiene un limite, ya que

k par — q; = 32 < * — lim a, =3
k241 1+k_12 k—oo
k impar — ak:—Lk?:— 5 — lim a, = —3.

%2
Por lo tanto,

lim a, no existe

n—0oo

o {a,}  diverge.

Ay = E
n n n 2 n 3
i, = Jim S SRR L g AL TEA oo
o qa,} diverge.
~ Inn
T (Inn)
lim a, = lim n lim (1/n) = lim (Inn) = occ.
Inn
CJy m(2+e7?) da
a, = - .
“In(2+e®) d In(2+e™m
lim a, = lim fo n2+e’) de L Jim w:lnbim (2+e’”)> =In2.
n—0o0 n—0o0 n n—00 n—00
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e
. 0
i) a, =
. . 02n e dx L. e2n)*9 5
im a,= lim “—— = lim ——— = 2.
n—00 n—00 f 68333 dx n—00 68n3
. 142n
() an = :
3+ 9n

. ) 14+ 2n ! 1 + 2n L]y
lim a, = lim =

(k) a,=Inn—1In(n+1).

= ln[lim ( i )] éln[lim <l>} =Inl=0.
n—oo n—|—1 n—oo \ 1

lim a, = lim [Inn—1In(n+1)] = lim ln( r )

n—oo n—oQ n n— 00 n n—oo nN

2
, o fon 1 , N /1\"1 . /2\" .
T “”‘JL%( 3 )—,}E&o[(g) —(5) }—JEEO <3) T at

Iim. frecuentes

=0.

: (4"
lim a, = lim
lim. frecuente

1

——
3 1/n 31/n lim 31/n
lim a, = lim | — = lim = 02X =1.

n—oo

1
lim. frecuentes
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lim a, = lim (1— l) = lim (14—@) =e L.
n—oo n— 00 n n—oo n

Iim. frecuente

lim a, = lim |[nln 1—i = lim In 1—i

1\" 1
= In|lm (1—-— :]ne_l/sz__

lim. frecuente

. . n " . 1 1 1
lim a, = lim = lim o - = —.
lim ( 1+ —
n n—oo n

lim. frecuente

(s) an = (n+4)Y"+

n im In(n+4) im 1/(n+4)
lim a, = lim <n+4)1/(n+4) _ i MOy Nim SRR L lm SEER 0 g
(t) a, =n (1l —cos(1l/n)).
1-— 1 —1/n? 1
lim a, = lim n(l=-cos(l/n))= lim 1= cos(1/n) L Jim (=1/n7) sen(1/n)
n—00 n—00 n—00 ]_/7’1, n—00 (—1/7’1,2)

= lim sen(1/n) = sen0=0.

n—oo

(w) a, =n (3" —1).

1/n — 1 l/n 1 _1 2
lim a, = lim [n(3""—1)] = lim [3 } L Jim l3 (n3)(2 /n )}
= lim (3"/"In3) =1In3.

lim. frecuente

lim. frecuente

9 n/2 1\™
lim a, = lim (1 — —) = lim (1 — —) —e L.
n—o0 n—oo n N~ m—o0 m

cambio de variable: m=n/2
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(w) an = n?(2n —2)!°
. (2n)! . @2n)@2n—-1[2n—-2)] . 4n*—-2n
lim ¢, = lim —— _ _ — im 2 "
nioo nheon2 (2n —2)1  noee  m2[(2n— 2)] oo 2
= lim (4 - —) =
n—oo n
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1.

CALCULO III
TAREA 11 - SOLUCIONES
SERIES
(Temas 5.1-5.4)

o0
(a) Z e = Z (e72)" es una serie geométrica, con 7 = e"2. Como 0 < e 2 < 1, la

serle Converge El valor de la suma es
2

- 1 e
Z T 1-e2 -1

n=0

00 1\"
(b) > (—) no es una serie geométrica (la base depende de n).

(c) 3 22/" no es una serie geométrica (la potencia no es entera).

n=1

(d) S22 =3 (\/§)n es una serie geométrica, con r = v/2. Como /2 > 1, la serie
n= n=0
diverge.

(e) > (=1)"(In2)" = > (—1In2)" es una serie geométrica, con r = —In2. Como
n=0 n=0

|r| < 1, la serie converge. El valor de la suma es

o0

1 1
(—In2)" = .
Z y —(=In2) 1+1In2

n=0

. B ~ 1 n—1 1

) 3 (In2)"" =3 <ﬁ> es una serie geométrica, con r = o Como r > 1,
n=1 n=1 \ 111 n
la serie diverge.

o 1 s /1\%/2
(g) 21 = 21 (ﬁ) no es una serie geométrica (la base depende de n y la

potencia es constante).
0 Tt

(h) > — 10 es una serie geométrica (le sobra n! en el denominador).
n!

2_1+l_2_‘_i §_|_ — 2_1+l<1_2+é_§+...>
2 3 9 27 81 2 3 3 9 27
(e () () ()
2 3 3 3 3
IS S SR S
2 3 1-(-%) 10
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Z (_1>n+1 22n 817n

(e)

ce T tee T tee M f e -

I
e
—
—_
S—
3
+
—
—~
[\
no
S—
e
(070]
3' —
N
I
—~
—_
N—
S
+
=
0%
3|
L

ce" (I+e " +e ™ +e ¥+
e (14 em () 4 (e7) 4 )

7," I e
S p— r > 0.

(f)
- n - n ]‘
Z'r(l—'r’) :7’2(1—7’) =r 1—(1—7‘)217 0<r<2.
n=0 n=0
(8)
= (1 "D D X /1+4¢\" D 1 D
= = : = O<g<r.
; 147 1+rn§<1+r) I+r_(Lig) r—¢ g=7
1+7r
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3.

(o) 0 o i -
- i vy
S D S e D D o = _
; ; ; ) ;<1+r>—2(1+r> 1
) k—
Y 9 1
) z<1+) (A
- 1+r
1 3
1+r—v
(a) > (=D)"a2" = > (—x)", de modo que r = —z.
n=0 n=0
La serie converge sélo si |—z| = |z| < 1, es decir, si —1 < < 1. En ese caso,
1) — o\ _ e r<el
Z( ) nzo( ) ey .

2\" 2
<),demod0quer:—.
T
2
= — < 1, es decir, si z < —2 o x > 2. En ese caso,

La serie converge sélo si |—
z| |zl
2" o= (2)" 1
T T T —2
n=0 n=0 ==
x
a2

()

(d) 3 (Inz)", de modo que r = In .

4.

o0 2 o0 5 n
dYoemrt =3 (e_“f ) , de modo que r = e
n=0 n=0

) Si 2 = 0, entonces = 1, de modo que la serie diverge

i) Six =0,
ii) Si  # 0, entonces 0 < r < 1, de modo que la serie converge. El valor de la

suma es
1 e’
x #0.

Ze—nx :Z< ) 1 _ e e _ 1’

n=0 n=0

n=0
La serie converge sélo si [Inx| < 1, es decir, si e™! < x < e. En ese caso,

> 1
Z (Inz)" = , -<z<e.
— 1—Inx e

(a) Partimos de la suma geométrica (r # 1, k > 1)
k—1 B 1— Tk
1—r"
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Esto es,

2 .3 R
I+r+ri+r4+-+r =7 .
—r
Derivando con respecto a r ambos lados de la igualdad, se tiene
d d [(1—7rF
- (1 203 4oy =2 2
dr( +r+ro+ro+ +7r ) T\ 1=,

1=k (B - 1)r”

- (1—r)*

Multiplicando por r ambos lados de la igualdad se llega a

(1= kb=t 4 (k= 1)r]
(1—r)*

ol 2r 4+ 3 (B = 1) R

rH2t 43 (k= 1) =

k1 LT [1 — krkt 4+ (k- 1)7“’“}
an = 5 )
ot (L—=r)

De esta manera,

k—1 k—1
(a+nd)r* = a Zr" +d an”
n=0 n=0

(1—r* rd [1 —%r* + (k — l)rk]
1—7r + (1-— 7“)2 '

o
—_

3
i
o

= a

(b) Como |r| < 1, en el limite k — oo se satisface

lim r* =0y klim krk = 0.

k—o0

El segundo resultado se obtiene usando la regla de L’Hopital (es del tipo oo - 0).
Asi,

s a rd
a+ nd)r" = +
(a) Sea
> /1 1 LNV 1
S = — — =1 — = = lim S;.
S (G varr) = X (Gr - v~ s
Sn
Como
T 8
b n=1 \/H n+1
1
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por lo tanto

1
Jim 5. = Jim (1= )

De esta manera,

> (7m) !
(b) Sea
0o k
S= 3 (e = Y () s
n=—2 11—72 J
Sy
Como
k
Sk = Y (e"—e™)
n=-—2
_ (62 _ 63) + (61 _ 62) o+ (el—k _A eQ—k) + (e—k _ el—k)
= —e3teF,

por lo tanto

De esta manera,

Z (e—n . e1—7’L) _ —63
n=—2
o 1
(a) Z S/ diverge, ya que
1 1 1 1
A S = MG 27 T T 2 Tm 27
1 1

n=1

(b) 21 (—1)" (” - 1) =S (1) (1 - %) diverge, va que

1
lim (—1)" <1 - —) no existe (hay dos puntos de acumulacién, 1y — 1).
n—oo n
3\" ..
(c) Y [1—— diverge, ya que
n

lim (1 — §> =e 340
n—oo n
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fe'e) nl

(d) 20 W diverge, ya que
. n! 1 st
im = no existe.
00 n 1000™
1000 lim

(e) > cos(nm) diverge, ya que
n=0

lim cos (nm) no existe.

n—oo

Inn
lim /a,=lm —=0<1
n— o0 " n—oo N
0
> (Inn)"
>, —— - converge.
n=1 n
o0
(b) > n%e™"
n=1
2
o 2,—m .
a, =n‘e’t = .
2 1
n M _n n
Qp = nyYn
er e \/_
1/n : 1/n 1
lim /a,=-—lim n/" - lim n/"=-<1
n—oo € N—0oo n—oo (&
1 1

n=1
0 pl
(c) > 1on
n=1
n! (n+1)!
T [
any1 (n+1110"  (n4+1)! (n+1)n! (n+1)
a,  1om*tln! — 10n!  10n! 10
n 1 .
Jim =g Jm (n+ 1) = o

x n!
n;l—on diverge.
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\" 1
o= if(1+7) =143
n n

1
lim a, = lim (1 + —) =1 .. la prueba no es concluyente.

n—oo

Utilizamos la prueba del n—ésimo término:

lim a, = lim (1+1) =e#0
n

IS 1 n
> (n—l— ) diverge.
n=1 n
[e'e) nn
(e) > on?
n=1
n’I’L

Qn 2n2
.ova n2 2n2/n - _n
1
lim ¢a, = lim — Lol
11m a 11m n_)l’{.lo 9n In 2

n—oo n—oo 2N

o
> onz converge.

=0<1

Sl n

f ——
() 2 Ton)
— n
" (Inn)"
n nl/n
n an = n roy fry
(Inn) Inn
1/n
= lim nY™ lim L =0<«1

lim a, = lim
n—oo NN n—oo  n—oo lnn

e 0
7;2 (lnqu)” converge.
[e'e) 3”
) = 5
3n 3n+1
Qp = wa Ap41 = W
Ant1 B 3n+1 n3 on _ 37’1,3
ay, (n+1)3 on+1 3n ( + )
3
lim nt = lim 7371 L § >1
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((n+1)+3)! (n+4)!

3! (n+1)!3»+1 3l (n+1)! 3ntt
Ung1 (n+4)!3!'n! 3" (n+4)! n!

a3 (n+ D13 (n+3) 3 (n+ 1) (n+3)!
 (n+4) n+3)!In! (n+4)
3 (n+1D) 0! n+3)! 3(n+1)
. Gp41 1 . n+4 1
lim | =

m - <1
n—oo an

:g n1—>oo n+1 3

S (n+3)! converge
verge.
n=1 3!n! 3n
N n"
(i) 2
L n_n . B (n+1)n+1
"ol YT (1)
ann R+ 0l (n4+1) (n+1)" ! (n+1)" n+1\"
an  (n+D)nr — (n4+1)nlnr n
n . 1\" . "
lim ol _ lim (n—i— > = lim (1+—) =e>1
n—oo an n—oQ n n—oo n
[ele} nn .
;::15 diverge.
I n!
n!
Uy = ————
(2n+1)!

B (n+1)! ~_ (n+1)!
T G )+ D) (2n+3)

any1  (n+1)! Cn+ 1) (n+1)n! 2n+1)!

n+1
an  (2n+3)nl 2n+3) 2n+2) Cn+Dlnl  (2n+ 3)+(2n +2)
nh_)rgo a:;:l :nh—>nolo (2n+??)j;1(n—|—1) :n1_>r£10 4n + 6 =0<1
nil (2nn—ji1)' converge.
8. (a) i 9-n,
g;bemos que
o b 21" 1 1 1
/1 20 =l f 2 de= i {_mz]l = (_2bln2 - 21n2) T 22’
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/ 27% dx converge
1

[e.o]

227" converge.

n=1
Este resultado establece que la serie dada converge, pero no dice a qué valor. De

o0
hecho, es facil mostrar que ) 27" =1 (la serie es tipo geométrica, con r = 1/2).
n=1

Observa que Y 27" # [° 27 dx.
n=1

& 1
b .
0 25,
Sabemos que
*© 1 . | .. S
/1 2I+1dm—l}ir£10 1 2x+1dx—il}irgo[ln|2x+1|]l—iblinoqo(ln(%—l—l)—ln?)).

1
A dr diverge

/1233
1

; 1 diverge.

© 3 —

n=o n(Inn)*

Sabemos que
/ —— dr = lim —— dx = lim {—} = —.
> z(Inm) b= Jo z(Inz) b—oo |[Inx|, In2

T
——— dx converge
2 x(lnz)

1

— n(lnn)

o0

5 converge.

n

S 1
) ¥ —
(@) n;ﬁ(ﬁﬂ)?

Sabemos que

e Rverw-esr e et

* d
/ —x2 converge
1 VT (VT +1)
- 1
Z = 3 converge.
n=1 \/H (\/ﬁ + 1)
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x© 1
9. .
® £

1 1 ey 1 > 1
Como —— < —, por lo tanto n;l (3n+1) 2 T

3n+1  3n
Sabemos que ) 3n converge (tipo geométrica, con r = 1/3).
n=1

ol 1
Por lo tanto converge.
nzzjl (3n + 1) s

(b) 21 n ‘|‘3\/ﬁ.
3 3

Sabemos que > =
q n+yn " n+n  2n

1
> —.
n

1 0 3 x 1
Como > e or lo tanto —
n+ \F P 2 n++/n Z:f n’
x 1
Sabemos que Y. — diverge (serie armoénica, o serie-p con p = 1).
n=1 M

o0

3
Por lo tanto diverge.
n; n+n &

© n+1
© %
n+1 n+n 2 3
Sabemos que pye Ry :n3/2 < pEYoR
n+1 3 © n+1 o
Como W<W, por lo tanto 7;1 5 <3 Z

x© 1
Sabemos que 3 > —5/5 converge (serie-p con p = 3/2).
=1 n

® n+1

Por lo tanto nz::l — 5 converge.

> 1
d —.
( ) 7;1 n2m

1 2 1
Sab — < —< == .
abemos que —o0 < o0 < o0 = ooy
1 1 © 1 = 1
Como @ < on— on_1’ POr lo tanto 2 ﬁ < nZ::l o1
Sabemos que Z —— converge (geométrica, con r = 1/2).

Por lo tanto Z on converge.
n n

n=1

0 n n
n\" 1\"
Sabemos que <3 1) < (B_n) = (g) .
1 e n \"
— |
) (3) , por lo tanto 712::1 (3n+ 1) <
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00 1\"
Sabemos que ) <—) converge (tipo geométrica, con r = 1/3).

n=1

Por lo tanto n;l (3717:_ 1) converge.
S 1
f —_—,
® ;::3 In (Inn)
Sabemos que In(Inn) <Inn <n, para n > 3.
1 1 S 1 x 1
C > — lo tant —
oo (Inn) » poriotamto nz:;, In (Inn) nz:: n
x 1
Sabemos que Y — diverge (tipo armoénica, o serie-p con p = 1).

n=3

0 1
Por lo tant — di .
or lo tanto nZ::g,ln(lnn) iverge

0 1
10. .
(&) 2 53
1 1 29 o /1\" .
Sean a, = ——, b, = —. Sabemos que » b, = > |- converge (tipo
3 - ]- 3n n=1 n=1 3
geométrica, con r = 1/3) y que
an U 3 3"1n 3
lim — = lim = lim =
n—o0 b n—oo 3" — 1 n—oo 37 1In 3
n;l gu ] converge.
0 10n+1
(b) ; (n+1)(n+2)
10 1 1 ) © 1
Sean a,, = e +§L)—En o) = Sabemos que ngl b, = n;l — converge
(serie-p, con p =2 > 1) y que
R, (10n + 1) n? . 1003 +n? | 10
im — = = lim —— = 10.
n—oo b, nooo n(n+1)(n+2) noco nd+3n2+2n
0 10n+1
converge.
Znn+1)(n+t?2) &
0 1
(c) n;g vnlnn
1 >~ 1
Sean a,, = \/_ o Sabemos que ;2 b, = 7;2 - diverge (tipo armoénica,
0 serie-p con p = 1) y que
1/(2
hma——hm = \/_Limmzlimﬁ:oo
n—oo b,  n—oo \/_lnn n—>oo Inn n—oo 1/n n—oo 2
i 1 di
iverge.
s y/nlnn &
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Qs .
(d) n; "
Inn)? 1 o0 o 1
Sean a,, = ( nz) ; bp = —;. Sabemos que Yobp =, — converge (serie-p con
n n n=1 n=1T
p=2>1)yque
Inn)? 2 (Inn) (1 1
lm 9 = qpg 2 gy, 20 @/0) oy I,
oo (] 2
21 ( I;Z) converge.
1 1 1 o0 1\"
11 1-— — — = -D" =) .
(a) %5 T 125 T 6% 2 (=1 (5)

( ) converge (geométrica con r = 1/5 < 1).

1
5
>
0 1\"
- converge.
5 g

1 n
—1)" <5> converge, ya que y_
n=0

" converge absolutamente.

api1 < @y, lim a, =0).
n—oo

Y

converge (serie alternante, a,, = Jn
n

n=1
& n nl
© % ()"
n=1
Prueba del n-ésimo término:
|
lim [(—1)" %} £ 0.
n!
Z (—1)" —n diverge.
(@ 3 (-1
=5 Inn’
x 1 >~ 1 >~ 1 >~ 1
2 diverge (ya que 2 2 ~y n;gﬁ diverge).
o0 1
;::3 (—1)7”rl I converge (serie alternante, a,, = o (pg1 < Qp, nh_)ngo a, =0).
o 1
(—1)"*' —  converge condicionalmente.
n=3 lnn
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n=1 n+ 1
Prueba del n-ésimo término:

lim [(—1)" ”
n—0o00 n+

n
Z( 1)" ——] diverge.

v ()

(
$ ()
5>

;%:2(—1>“ (
(&) > =

n=1 N + 5n ‘
00 2n+1

0 (i

Inn

In n?

1] # 0  (hay dos puntos de acumulacién, 1y —1).

1 = ()"
(211‘1” ) =3 <§> converge (tipo geométrica con r =1/2 < 1).
nn n=2

) o0 ( Inn )n
converge, ya que Y 5 | converge.

n=2 In n

) converge absolutamente.

Qn, 2
converge (prueba del cociente: lim +
n=1"N + on

(_2)n+1

n=1 7’L+5n
i( 2)71-‘1-1
n=1 7’L+5
X n
12. )
w £

converge, ya que »

=—-<1).
<1

n—oo  (y
e 2n+1

5 converge.
n=1

converge absolutamente.

Prueba del n- ésimo término:

. n
lim

n=0
o 2
b —.
( ) nz::l n\/n
o) 2 o)
- =9
nzzjln\/ﬁ ;::1
x 2

(©) i 1—|—COS7”L.

n=1 7’1,3

converge.
n=1 n\/ﬁ

1
=lim =-=1+#0.

serie-p con p = 3/2 > 1.

Prueba de la comparacién directa:
> 14cosn x 2
Z —

o
—— <> y Y. — converge (serie p con p =3 > 1).
n=1 n3 n=1 n3 n=1 n3
> 1+cosn
——,— converge.
n=1 n

DE.©2013, Lorena Zogab
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(d) i_ojo e

o0
e =3 (e7™)" serie geométrica con r =e " < 1.
n=0

n=0

o0
> e "™ converge.
n=0

0 pl
e [—
(e) n; -
Prueba del cociente:
n . " 1 1
limaH:hm(n):. ~w = <L
n—0oo  Up n—oo \ 4+ 1 lim (1 + ;) €
o nl
> — converge.
n=1 n"

= Y 2" serie geométrica con r = 2 > 1.

00 00 1
S onTl2 = 21% serie-p con p = 1/2 < 1.

o0
n~Y2 diverge.
n=1

< Inn

(h) 2, ==

Prueba de la integral:

b
s Inx . pInx . (In x)2 .
Jy° —dx = lim [, —dz = lim diverge
x

3 x b—oo b—oo

> 1
> == diverge.
n=3 1N

También puede utilizarse la prueba de la comparacién directa:

> 20 > —y >, — diverge (tipo arménica).
n=3 N n=3 N n=3 N

1

> == diverge.

n=3 N
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n=2 ln
Prueba del n-ésimo término:
1
2
lim @é im —\/ﬁ: lim @:oo;éo.
n—oo lnn n—oo l n—oo 2
n
— d .
;2 o iverge
. o0 2271
(i) ngl ey
Prueba de la raiz n-ésima:
22n 2
lim #/a, = lim {/— = lim — =0< 1.
> — converge.
n=1 n'
(k) 3 (-1t
n=2 lnn'
1
Serie alternante: a, = —, ap11 < @y, lim a, = 0.
lnn n—00
o0 1
_1 TL+1 - .
7;2( ) L, converge

0 > ne
n=0
Prueba de la integral:

foo re’dx = lim fob ze " dr = lim

2
0 [—le "’3} :% converge.
b—oo b—oo

s 2
> ne ™ converge.
n=0

x nz"
13. (a)nz:on_i_z
® na" w22 32 4ot ba®
Zntes 3 1t Tt
_na”
an_n—|—2
. ~ (n+ 12"t (n41)a™t!
T 1) +2 0 n+3
a1 (n+1)a" (n+2) zn+1)(n+2)
an (n + 3) na» B (n+3)n
| |r(n+1)(n+2)| n?+3n+ 2
an | (n+3)n '—M( n? + 3n )
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n >+ 3n+2
lim = |2| lim i i lz] <1
n—oo an, n—oo n2 + 37’1,
1
-l<z <L
> n(1)" : - o
Enz=1: > Z —— diverge (prueba del n-ésimo término).

non+2 n=0 T

0o 1" 0o
Enz=-1: nZ::o né n g = nZ::o (=" - i 5 diverge (prueba del n-ésimo término).
La serie converge en el intervalo —1 <z <1yelradioes R =1.

< n(x+3)"
() 5 e
n=0
i (a;+3) x+3+2(x+3)2+3(x+3)3+4(x+3)4
- 5 52 53 h*
_ (:U+3)"
an = =
C(n+1)(x+ 3)7”rl
Un+1 = 5n+1
a1 (n+1)(x+3)""5"  (n+1)(z+3)
an  5"ln(z+3)" 5n
Qn n+1)(x+3 1 n+1
+1_< )( ):—|£L‘—|-3’
an 5n 5 n
n 1 . 1 1
lim |2 = 2 g 4 3] lim ("+ ):—| 13 <1
n—oo a/n 5 n—oo n
———
1
coo e +3] <5 —8<x<?2
Enz=-8: ZT:Z(_U n=-14+2-3+4— .. diverge
n=0 n=0
2 n(5)" & :
Enz=2: ) - =>n=1+2+3+4+ .. diverge
n=0 n=0
La serie converge en el intervalo —8 <z <2 yelradioes R=5
X (z—1)"

n=1 2n\/ﬁ ‘
x (z—1)" _ (x —1) N (:c—l)2+ (:c—l)?’
a1 2m/n 2V1 22,/2 23/3
(z=1)"
N
I
Gt = o 1
R U e O CE VG,
an  27ty/n+1(x—1)" 2vn+1
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an41 _ (SL’—1>\/7 ‘ |
n 2vn "2
n 1
lim |2t |z — 1| lim 1/ x—l\,/hm x—1|<1
n—oo any, 2 n—00 n—o0 7’1,
|z —1] <2 S —l<x <3

= (=2

Enz=-1: Z (D" 2" s

12"/n nz::l 2nyn =

> (2

Enz=3: )} ( S Z diverge (serie-p con p =1/2 < 1).
n=1 271\/_ n=1

La serie converge en el 1ntervalo —1 <2 <3 yelradioes R = 2.

(@ 3 (cpyrr @EDT

n=1 n2”
i 1y (z+2)" (©+2) (z+2)° py (z+2° (@=+2)°
. n2r 1.2 1-22 3.23 4.24
L (_1)n+1 (x + 2)n
" n2nr
an] = |¢ D" @+ 2" et 2"
" n2n n2n

n|93+2| |x+2|

n 9 nl/n
lim ”\a\—|x+2’ w 1 |z+2 1 _\93+2\<1
n—00 " 4 n—oo pl/n 2 lim " 2 '
1

|z + 2| <2 S —4<x <0

o (—1 n+1 —9 n o 1
Enz=—-4: U™ (22) = — > — diverge (armoénica).

n=1 n2n n=1"T

Enz=0: Y (=1)"" % = 3 (=1)""' = converge (arménica alternante).
n=1 n2r n=1 n

La serie converge en el intervalo —4 <z <0 yelradioes R = 2.

o0 nxn
055
> 3"z" (3z)>  (3x) (37)
=143
nZ_O n! ot 3! n
3"
ay =
n!
3n+1xn+1
Ap41
(n+1)!
U1 3ntl gntl pl 3z n! 3x

a, (n+1)!3nazn  (n+1) nl T+l
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n 3 1
o = =3 ——
an n+1 n+1
n 1
lim [ =3 —— =0<1
n—oo (07 n+1

La serie converge en —oo < x < o0 y el radio es R = oo.

Soontat =z + 2222 + 3328 + 4%t + .

n=1
a, =n"x"
|a,| = [n"z"| = |2|" n"

Y0a| = /Jal"n" = |z|n
lim {/|a,| = |z| lim n= 0, &=0

oo,

La serie sélo converge en x = 0 y el radio es R = 0.

14. La serie de Taylor generada por f(x) alrededor de x, estd dada por
= fW (z " 1 1

S L) (o) = o)+ () o = o) £ a0) (& ) £ (20) (@ )
n=0 ’ !

y el correspondiente polinomio de Taylor de orden 2 es la funcién

Py (2) = f (@) + J' (@) (v = 20) + 5" (z0) (7 — )"

(a) f(z)=e2*  x=0.

f(z)=e o f0)=1

e S )
f// (x) — 46—2£E '.. f// (0) — 4
" (z) = _Qe~2= cFT(0) = —

S () = (2" e - f™(0) = (~2)"

De este modo, la serie de Taylor generada por f alrededor de zy = 0 es

I

n=0 n=0 n=0

n n

> (—22)" (2z)*  (22)® (2z)!
Z - = 1204~ TR

El polinomio de Taylor de orden 2 es:

Py(z) =1 — 2w + 222

133

DE.©2013, Lorena Zogab



(b) f(z)=e€", xo=-3
f(x)=e (=3 =e7?
f(@)=e" L (=3 =€
fol(z)=er oo [ (=3)=e
De este modo, la serie de Taylor generada por f alrededor de o = —3 es
) (=3) (z — (=3))" e 93+3 e a:+3
2 g - S ey
n=0 n=0 n=

B4+ (2 +3) +

(;n+3)2 (z + 3)° +] |

El polinomio de Taylor de orden 2 es:

P (x) 1+(x+3)+(x23)
(c) f(z)=a—223 bz +4, 120=0.

fla)y=a*—223 -5z +4 - f(0)=4

f'(z) =42® — 62°> — 5 o f1(0)=-5

F(x) = 1222 — 122 77(0) = 0

F"(x) = 24z — 12 F7(0) = —12

fUV) (z) =24 s fUV)(0) =24

f (x) =0, n>5 s f™M0)=0, n>5.

De este modo, la serie de Taylor generada por f alrededor de zy = 0 es

f™.(0)a” 7 2 o &
;T — (4)+(—5)x+(0)?+(—12)§+(24) m +0=4—5x—223+2*.

El polinomio de Taylor de orden 2 es:

Py (z) =4 —bua.

J7(0) =2

= f(0)+ £ (0)x + 3£"(0)2?
Pz(x)=1+93+x
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(b) f(z)=1+22, 27=0.

f(x)=1+2x S f(0)=1

f(x) =2 oo f1(0) =

f// (x) — 0 '.. f// (0) — 0.
Py () = f(0) + f'(0) 4 5/"(0)2

Observa que P, (x) = f (), ya que f es un polinomio de grado < 2.
() f(x)=In(24+2x), x¢=—-1.

f(x)zln(12+:c) S f(=1)=0
@) = 5 SNICHIE
[ () = Gy o (=1) = —1.

Pya) = f(~1) 4/ (~1) (04 1) + 37 (1) 4 17
. Py(x) = (x+1)—%(:c+1)2.

d) f(z)=2+ ;" P dt, x=1

fla)y=2+ [ & dt Lof) =24 7 e dt=2.
f/ (x) = 3¢9~ (3z)? _ = 3¢9~ 922 f/( ) —3
1 (CL‘) — _54ped 927 AN (1) _ 54

Py(a) = () £ @ = 1) +577(0) (z — 1P
. Py(x)=243(x—1)—27(z—1)".

16. (a) f(x)=v4+a, xy=0.
f(>—¢4+1:c f(O):21 1
f(x) = 5 /—4+ f'(O)ZMIZ
f//()_ . f”(o)__ 1 — 1 —_L
4(4+2)*? 44 42 32
. Py(x )—2+11193—6—14x
" \/4+x22+ix—6—14:c2

.. 02 (027
(b)  V42=/4+(0.2) =2+ - = 2.049375.

64
compara con 2.0493901

1 1
4 224 —x——
(C) +x +4x o

1 1 1 1
. 2~ — 2\ _ 2 — 4
. V4422 _2—|—4(2x) 64(2:5) 2+2x 6

22, para z cercano a 0.
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f(x) =e f(0)=1
f' (@) = e f1(0)=1
f" (x) = e L M0 =1

(b)y P =14(0.15) + (0.15)

= 1.16125 .

S——
compara con 1.16183424
2

(c) e"=1+x+ %, para z cercano a 0.
—32)? 02
et q oy (—ap) 4o g gy 9T
2 2
18. La serie de Taylor generada por f (z) = e” alrededor de zp = 0 es ) | x—' Por lo tanto,
n=0 T
(In2)* (In2)*  (In2)* & (2",
(a) 1+1n2+ TR TR T +~--_n§:jo = =2.
2N L&A
(b) nZ:O T =c nzoﬁze ey=1.

19. El polinomio de Taylor de orden 2 generado por f(x,y) alrededor de (zg,yo) es

Py(x,y) = f(%0,%) + fz(70,%0) (x = x0) + £y (20, %0) (¥ — ¥o)

+% [fxz (an ZJO) (x N xO)Z + Qfxy (an yO) (iL‘ - xO) (y - yO) + fyy (an yO) (y - 90)2} .

(a) f(z,y)=e"In(l+y), (20,50) = (0,0).

f(z,y) =e"In(1+y) s f(0,0)=0
fo(z,y) =" In(1+y) oo f2(0,0) =
ooy = T £,(0.0) =
for(ry) =" In(l+y) o fer (0,0) =
fou (229) = T ey (0,0) =
foy (2, y) = _(1 n y)2 S Sy (0,0) = =1

Py (#,5) = 0+ (0) (= 0) + (1) (y = 0)

5[0 =02 +2(0) (2= 0) (y— )+ (~1) (y — )
Py (z,y) =y +ay — %zﬂ-
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(b) f(z,y) = 3z + 1dady + 22,
f(z,y) = 32" + 1423y + 32

fo (2,y) = 1223 + 4222y + 292
[y (,y) = 1423 + 3y*2?
Jae (2,y) = 3622 + 84y + 293
oy (219) = 422 + 647

x,y) = 6yx?

(z0,%0) = (2,—1).

oo f(2,-1) = —68
o fe(2,-1) =76
o fy(2,-1) =124

e (2,=1) = —26
o fay (2,—1) = 180
L (2—1) = —24.

Juy ( :
. Py (z,y) = =68+ (=76) (x — 2) + (124) (y + 1)
+% [(—26) (z —2)* +2/(180) (z — 2) (y + 1) + (—24) (y + 1)°]
Py (z,y) = —68 — 76 (z — 2) + 124 (y + 1)
—13(z =2 +180(z — 2) (y + 1) — 12 (y + 1)°.

© flay) =] e dt.  (ro.u0) = (2.1).

f@wszﬁ

fo (z,y) = —e”’ 2,1) = —e?
£y (@,y) = 2e%° . [y (2,1) = 2¢
fow (2,y) = —2x€" foe (2,1) = —det
fay (7,9) =0 . [y (2,1)=0

foy (2, ) = 16y’ foy (2,1) = 16¢*.

Py(xz,y) =0+ (—64) (
+% [(=4e*) (z —2)* +(0) (x — 2) (y — 1) + (16e*) (y — 1)?]
Py(zy)=e'[-(z=2)+2(y—1)—2(z-2°+8(y—1)7].

20. El punto critico (z,yo) de f(z,y) = zy — 2% — y* + 3y satisface
fr (.T,y) = y—2x =0
fy(zy) = z—-2y+3 = 0,
de donde (zg,yo) = (1,2).
Se tiene:
f(z,y) =2y —2* —y* + 3y f(1,2)=3
fo(@,y) =y — 2z o fa(L,2)=0
fy(z,y) = —2y+3 . £, (1,2)=0
fzy(l’,y):l . fxy<172):1
fyy (xay> =-2 . fyy (1, 2) = —2.
Py (z,y) =34 (0) (z = 1)+ (0) (y — 2)
P (D@12 4200) (2~ )y~ 2) + (-2) (v~ 2]
Py(my) =3—(w =1+ (- 1) (y—2) — (y— 2)°
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